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Umaintroducéo ao estudo dos
numerostransfinitos

Ao tentar transferir para conjuntos infinitos propriedades validas em conjuntos finitos, nossa intuicdo pode falhar
surpreendentemente. Nem mesmo o Axioma Euclidiano, que afirmaque o todo é maior do que a parte, tdo 6bvio quando se
trata de quantidades finitas, continua valido se, por exemplo, tomarmos o conjunto IN dos nimero naturais. Aceitando o
fato de que uma bijecéo entre conjuntos estabel ece que ambos tém a mesma quantidade de elementos, é fécil ver que a
fungdo f: IN — 2IN, definida por f(n) = 2n, entre os naturais e 0s naturais pares, € uma bijecéo. Logo, IN e um seu
subconjunto préprio possuem a mesma quantidade de elementos.

Ha que se ter muito cuidado, portanto, ao lidar com grandezas infinitas!

Além disso, podemos nos perguntar se h4“ maisde um infinito” e, em caso afirmativo, se“ é possivel comparé-los’.
Questdes como estas foram coraj osamente abordadas por Cantor e a notacdo adotada neste texto segue aquelaintroduzida
por esse matematico, em seus trabalhos de 1895 e 1897 [Cantor, 1955]. O objetivo deste texto € apresentar os conceitos
basicos que conduzem a algumas respostas.

Desde os primeiros contatos com amatemética, lidamos com conjuntos e aprendemos que dois conjuntos sdo iguais
quando possuem exatamente 0s mesmos elementos. Neste contexto, porém, ndo somente NOS preocuparemos com guais
s80 os elementos de um dado conjunto, mas, principal mente, com aforma como estéo dispostos, ou sgja, aordem em que
s8o listados. Para isso, precisamos da seguinte defini¢éo:

Umarelacdo R num conjunto A éumar elacao deordem estrita (ou simplesmente umar elacéo de or dem) quando:
0] V X e A,~(XRx) (irreflexividade)
(i) Y X,V e A, sexRy entdo ~(yRx) (assimetria)
(iii) V XV, Ze A, sexRy eyRz entdo xRz (transitividade)
Se xRy dizemos quex precedey ou quey seguex (ou aindaquey é sucessor deX) e escrevemosx < Y.

Exemplo 1. Consideremos arelacéo < definida no conjunto IN dos nimeros naturais. Temos entdo que 3 precede 5,
que 10 segue 7 e que 0 ndo é sucessor de nenhum ndmero natural.

Um conjunto or denado é um conjunto no qual foi definidaumarelacéo de ordem e é representado pelo par (conjunto,
relagéo). Por exemplo, se A éum conjunto no qual estddefinidaarelacdo deordemRta que ¥ X,y € A, xRy <& X <,
podemos escrever (A, R) ou (A, <).

Exemplo2.

E) Indicando por R, aordem natural dos nimeros naturais, temos que (IN, R,) € um conjunto ordenado, isto €,
(IN,R)={1,2,3,..}.

b) Indicando por R, a ordem inversa de R, ou sgja, escrevendo os nlmeros naturais na ordem decrescente,
temosque(IN, R,) €um conjunto ordenado, onde (IN, R)) ={..., 3,2,1}.

Exemplo 3. A partir deum conjunto com 3 el ementos podemos obter 6 conjuntos ordenados distintos: { a,b,c}, { a,c,b},
{bac},{b,c,a},{c,ab} e{c,b,a. Demodo geral, um conjunto de n elementos pode ser ordenado de n! maneirasdistintas.

Um subconjunto deum conjunto ordenado (A, R) éum conjunto ordenado (B, R), ondeB — A. Emoutraspalavras,
arelacdo entre dois elementos de B € a mesma existente quando considerados como elementos de A.
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Exemplo 4. Considerando o conjunto ordenado
(A, R) ={ab,c,d}, entédo B = {a,c,d} e C ={b,c} sdo
subconjuntosde (A, R) eD ={b,a} ndoo é.

Dado um conjunto ordenado (A, <) um elemento
ae A échamadooprimeiroelementodeA quando anédo
€ sucessor de nenhum outro elemento de A, ou sgja, quan-
doa< b, paratodobemA, b ~ a. Analogamente, temoso
conceito deultimo elemento. Sea,becestdoemA,a<b
eb < c, dizemosqueb estd entre aec.

Um conjunto ordenado (A, R) € um conjunto bem-
or denado quando todo subconjunto ndo vazio de A possuli
um primeiro elemento. O conjunto vazio &, por definicéo,
bem-ordenado.

Observaces.

1) Todo subconjunto de um conjunto bem-ordenado
€ bem-ordenado.

2) Todo conjunto ordenado finito € bem-ordenado,
possuindo primeiro e Ultimo elementos.

Exemplo5.

@) O conjunto ordenado (IN, R)) do exemplo 2 tem
primeiro elemento 1 endo tem Ultimo elemento. Além disso,
todo subconjunto ndo-vazio de (IN, R,) também possui pri-
meiro elemento; logo, (IN, R,) €um conjunto bem-ordena-
do.

b) Claramente, o conjunto ordenado (IN, R,) do exem-
plo 2 ndo é bem-ordenado, uma vez que ndo tem primeiro
elemento. Eletem 1 como Ultimo elemento.

VVamos, agora, definir uma relacdo entre conjuntos
ordenados que nos possibilitara comparé-|os:

Dizemosquedois conjuntosordenados (A, R)) e (B,
R,) sdo similares, e representamos por (A, R) ~ (B, R)),
quando existe umafuncao bijetivaf: A — B ta que

Y a,3 e A,seaRa entéof(a)Rf(a).

Nessecasof échamadaumafuncdodesimilaridade
de A em B. Em outraspalavras, umafuncdo de similaridade
de um conjunto ordenado em outro é uma correspondéncia
1-1 que deixainvariante a ordem de sucesséo dos elemen-
tos. Se existe uma funcéo de similaridade de um conjunto
ordenado A em um conjunto ordenado B ent&o dizemos
gue A e B sdo similares.

Se os conjuntos A e B sdo similares, entdo, ou am-
bos possuem um primeiro elemento ou nenhum possui. No
caso afirmativo, obrigatoriamente, o primeiro elemento de
A corresponde, sob a funcéo de similaridade, ao primeiro
elemento deB.

ObservacOes.

1) Quaisguer dois conjuntos ordenadosfinitos de mes-
macardinalidade so similares.

2) Seum conjunto €similar aum outro, bem-ordenado,
eletambém é bem-ordenado.

Exemplo 6. Osconjuntosordenados (IN, R)) ={1, 2,3,
-t e(N,R)={.., 3, 2 1} ndo sdo similares, visto que o
primeiro possui primeiro elemento e o segundo, ndo.

No exemplo 1 introduzimos a ordem inversa para o
caso particular da ordem natural definida em IN. Podemos
estender essa definic&o a todo conjunto ordenado:

Dado o conjunto ordenado (A, R), podemos obter um
outro conjunto ordenado (A, R*), onde R* éaordeminversa
de R. Para simplificar a notagdo, quando tratarmos de
subconjuntos de IR com aordem natural dos reais, omitire-
mos o simbol o daordem. Anal ogamente, quando aordem for
ainversada natural, indicaremos apenas 0 conjunto assina-
lado com *. Assim, podemos escrever

(IN,R)=IN
(IN,R)=(IN,R*) = IN*

Podemos verificar que arelacdo de similaridade defi-
nida entre conjuntos ordenados € umarelacéo de equival én-
cia. Em outras palavras, a colecéo de todos os conjuntos
ordenados se decompde em classes de equivaléncia, defor-
ma que doi s conjuntos ordenados pertencem amesmaclasse
Se, e somente se, sd0 similares. A cada uma dessas classes
de equivaléncia é associado um simbolo, chamado tipo de
ordem. Otipo deordem de umaclasse € 0 mesmo de qual quer
um de seus representantes e indicamos o tipo de ordem de

um conjunto A por A.SeAeB pertencem a mesma classe
de equivaléncia, entdo eles tém o mesmo tipo de ordem e

escrevemos A = B.

No quadro abaixo mostramos algumas representacdes
de tipos de ordem de uso ja consagrado.

conjunto ordenado tipo de ordem
{1,2,3,..,n} n
%, 0
{a 1
IN={1,23, ..} ™
IN*={..., 3,2, 1} o*
z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} T
Q n
IR A
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Veremos agora como €é possivel ordenar o conjunto
U obtido ao se unir uma familia ordenada de conjuntos A,
ordenados e dois a dois disjuntos. A partir dai poderemos
definir otipo de ordem de U. Paran&o sobrecarregar anota-
¢do, indicaremos cada conjunto ordenado apenas pelo con-
junto em questao.

Sejam n conjuntos ordenados, dois a dois disjuntos,
ordenadosnaformaA,, ..., A .

SgaU=A U .. UA.

Sex,y e Uentdoexistemi,j noconjunto{1, ..., n}
taisquex e A eye AJ..

Definimosem U aseguinterelacdo deordem <
sei<jentdox <y
sei=jentdox < y < xRy, ondeR éarelacéo de
ordem definidaem A,

Notemos que, ao ordenar 0s conjuntos a serem reuni-
dos, determinamos a ordem de U; assim, ao unir uma
colec&o de conjuntos ordenados e doisadois diguntos,
podemos obter diferentes conjuntos ordenados, como
ilustrao exemplo 7.

Exemplo7.SgamA ={a b} eB={c,d, g f}.

Chamando A=A eB=A_temos A, U A, =A U
B ={ab,c,d,ef}.

ChamandoB=A eA=A,temos. A, U A, =B U
A ={c,d ef, ab}.

Podemos concluir, portanto, que a uni&o ordenada
de conjuntos ordenados depende da ordem na qual consi-
deramos os conjuntos.

Otipodeordem do conjuntoordenado U €, por defini-
¢d0, a soma (ordenada) dos tipos de ordem dos conjuntos
ordenados considerados. A condi¢do de que a soma dos
tipos de ordem seja ordenada deriva dando comutatividade
dasomadetipos de ordem, como ilustrao exemplo 8-b.

Exemplo8.
a)SeA,={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},A,={50,51,..},
A,={15}eU=A U A, U A, entdo IT =10+ ® + 1.

b) SamA ={a} eB={b,,b, b, ..}.
Se /,=A U BentaioU; =1+w=0

Self,=B U Aentéou_2 = +12®,umavez
que ® + 1 éotipodeordemdo conjunto {b,b, b, .., a},
no qual haum ultimo elemento.

c)SgamA={b,b,b, ..} eB={a,a,a,..}. Entéo
K=(0 e§=0) etemos:

SeU,=A* U B={..,b,b,b,a,a,a,..} entso U,
="+ =r1.

SeU,=B v
W+0* £ 1.

*={a,a,a,..b,b,b}entdoU, =

d)SeA, ={a},A,=]ab,A,={b}eU=A U A, U
A,=[ab]entdioy =1+4 +1.

& SeA,={1,3,57,.},A,={2,4,6,8,.} eU=A U
A,={1,3,5,7,..,2,4,6,8 .} entioU =w+w.

Podemos agora apresentar o conceito chave deste
texto: os ndmeros transfinitos.

O tipo de ordem de um conjunto bem-ordenado finito
€ chamado nimer o ordinal finito. O tipo de ordem de um
conjunto bem-ordenado infinito € chamado nimer o ordinal
transfinito (ou simplesmente nimer o transfinito). Emou-
tras palavras, nimeros transfinitos sdo os tipos de ordem
de conjuntos infinitos e bem-ordenados.

Exemplo9.

a) NUumeros ordinaisfinitos: 0 (zero) e todos os natu-
rais.

b) NUmerostransfinitos: @, 0+ 1, 0+ 2, entre outros.

Note que ostipos de ordem @ *, 7z, 77 e A ndo sfo
numeros ordinais porque sdo tipos de ordem de conjuntos
ordenados, mas ndo bem-ordenados (IN*, Z, Q elR, respec-
tivamente).

Uma vez definidos os nimeros ordinais, 0 préximo
passo é estabel ecer um critério paracomparé-|os. Paraisso,
vamos precisar comparar 0s conjuntos bem-ordenados dos
guais esses nimeros ordinais sdo tipos de ordem:

Sejam (A, < ) um conjunto ordenado eaem A. O
conjunto de todos os elementos de A que precedem a é
chamado segmento do conjunto A determinado pelo ele-
mento a erepresentado por A . Emsimbolos: A ={x e A|
X < a.Seam A e B conjuntos bem-ordenados. Dizemos
queB émenor do que A quando B ésimilar aum segmento
de A e escrevemos B < A. Sgam, agora, a e b nimeros
ordinais e A e B conjuntos bem-ordenados de tipos a e b,
respectivamente. Dizemos queb < a(ou quea> b) quando B
€ menor do que A.
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ObservacOes.
1. Em setratando dos nimeros ordinaisfinitos, adefinicdo equivaleaafirmar que0<1<2<3<...
2. Osnumeros transfinitos sdo maiores do que quai squer nimeros ordinais finitos.

3. Paraosnumerosordinaisvale apropriedade datricotomia, isto é, dadosaeb nimerosordinais, vale umae apenas
uma das afirmagfes seguintes: a<b,a=boua>b.

4. Se A éum conjunto bem-ordenado ent&o A ndo é similar a qualquer de seus segmentos.

A partir dessas propriedades, mostraremos que um conjunto formado por ndmeros ordinais € um conjunto bem-
ordenado. A provadisso usao Lema abaixo:

Lema.

Sgja S uma colegao de conjuntos bem-ordenados ndo similares dois a dois. Entéo existe em S um conjunto que é
menor do que todos os demais.

Prova

SgjaA e S. SeA éo menor dos conjuntos em S o teorema esté provado. Se ndo, S contém conjuntos menores que
A e eles sdo similares a segmentos de A. Seja B o conjunto dos elementos a do conjunto A tais que os segmentos A,
determinados por elessdo similaresaconjuntosem S. Sea* éo primeiro elementoem B e A* ¢ Séum conjunto similar ao
segmento A, entdo A* serao menor conjunto em S. Defato, dado C e S, temosque A* @menor do que C se A € menor do
que C. Por outro lado, se C émenor do que A entédo C~ A, paraaem B. Masa* €o primeiro elementoem B; logo, & < a

eentdo A* €menor do que A poisA_, € um segmento de A . Logo, A* é menor do queC. &
Teoremal.

Sgja M um conjunto de nimeros ordinais distintos. Entéo existe em M um elemento que € menor do que todos os
demais.

Prova.

Paracada oz € M existe um conjunto bem-ordenado A cujo tipo de ordem € & . Pelo lema, entre conjuntos
existeum, digamos, A , queémenor do quetodososdemais. Sgja &, = KO. Entéio ¢, €0 menor doselementosno conjunto
M. &

Segue desse teorema 0 seguinte resultado:

Corolario.
Todo conjunto de nimeros ordinais, ordenado pela magnitude de seus elementos, € bem-ordenado.
O Teorema 1 e seu Corol &rio nos permitem concluir que néo faz sentido considerar o conjunto de todos os nimeros

ordinais. Defato, sendo ¢ um niimero ordinal e representando por W, o conjunto dos niimeros ordinais menoresque e ,

segue do Teorema 1 que W, é bem-ordenado, e pode-se provar que o tipo de ordem de W, € & . Assim, caso considerés-
semos aexisténciado conjunto de todos os niimeros ordinais, digamos, W, pelo Coroléario, W seriabem-ordenado, com tipo

deordem ¥ .Entdo ¥ € W eosegmento W, teriao mesmotipo deordemdeW, o queimplicariaW e W, similares, o que
nado pode ocorrer. Esse resultado é conhecido como AntinomiadeBurali-Forti.

Se o € um nimero ordina entéo = + 1 também o é e, além disso, é o primeiro nimero ordinal que sucede = . O
interessante € que, enquanto todo nimero ordinal possui um primeiro sucessor, existem niimeros ordinais que n&o possuem
um Cltimo predecessor. E o caso, por exemplo, de 0. Dependendo de ter ou ndo um ndmero imediatamente anterior, um
nimero ordinal seclassificaemnimer o ordinal de primeir o ou segundo tipo, respectivamente.
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Como conseqliénciadaexisténciade nimerosordinais
de segundo tipo, quando estendemos a indugdo finita para
atransfinita, ndo mais contamos com as duas possibilida-
des de hipdtese de inducéo, a saber, de a propriedade a ser
provadaser validapara o antecessor imediato de um certo k
ou ser vdida para todos os nimeros menores que k. Na
inducdo transfinita, somente o segundo enunciado pode
ser considerado.

Exemplo 10. Todos os nimeros ordinaisfinitos, exceto
0 zero, e todos os nimeros ordinais daforma & + 1 (como
M + 1) sdo nimeros ordinais de primeiro tipo. Como vimos
anteriormente, (0 € nimero ordinal de segundo tipo.

Dentre os niimeros ordinaistransfinitos, aqueles que
s30 tipos de ordem de conjuntos enumeraveis constituem a
chamada segunda classe de nimer os, representadapor K .
A primeiraclasse é condtituidapel osnimerosordinaisfinitos.
Importante notar que ha nimeros ordinais que ndo perten-
cem anenhumadessas classes, por serem tipos de ordem de
conjuntos bem-ordenados ndo enumeraveis. Veremos, no
corolario do Teorema 4, que o proprio conjunto K possui

essa caracteristica. Inicialmente, vamos mostrar que ® € 0
menor elemento deK .

Teorema?2.

O nimero ordinal ® € o menor nimero ordinal de
segunda classe. Além disso, € o menor nimero transfinito.

Prova

Por definicéo, m é o tipo de ordem do conjunto IN =
{1,2,3,...}. Todo segmento N, desse conjunto €um conjun-
to finito. Em consequiéncia, um niimero ordinal menor do
que ® éum ndmero ordind finito. Logo, ® é 0o menor nimero

transfinito. Visto que ® € K, o teoremaesta provado. ¢
Teorema3.
SEae Koentéo o+ le K,

Prova

Vimosque oz éotipodeordemdeW,, . Logo, & + 1
éo tipo de ordem do conjunto W, U { & }, que étambém
bem-ordenado. Se = e K, isto é se W, for enumerével
entéo W, U { = } tambémoserd logo, = +1 e K.

Teoremad4.

Se S & um subconjunto enumeravel de K e Aéo
menor nimero ordinal maior do que todos os ndmeros

ordinaisde S entdo A e K.
Prova

Se Scontémum maior elemento, o , entéo o € K
e, peloTeorema3, o + 1€ K e o + 1 €0 menor nimero
maior do que todos os elementosde S. Se S ndo contém um
maior elemento, entdo sgjaA. 0 menor niimero ordina maior
do que todos os elementos de S. Claramente, temos

W,=uU,.sW,.ComoSc K, eSéenumeravel, cada W,

aeS

éum conjunto bem-ordenado enumerével. Logo, W, étam-

bém um conjunto bem-ordenado enumeravel, o queimplica
A c KO.

Coroléario.
Aclasse K €ndo enumeravel.

Prova

Supondo K, enumeravel, sgja A, um ntimero ordinal
maior do quetodososnumerosemK . Claramente, Ag Ky

mas, pelo Teoremad, A ¢ K, 0 quelevaaumacontradicao.
Logo, K, €ndo enumeravel.

Consideremos agora os conjuntos divididos em fa-
miliastais que dois conjuntos estdo namesmafamiliaquan-
do existe uma bijec&o entre eles. Associamos a cada uma
dessas familias um simbolo e chamamos esse simbolo de
poténcia de todo conjunto dessadadafamilia.

Exemplo 11. OsconjuntosIN ={1, 2,3, ..} e2IN={2,
4,6, ...} ttmamesmapoténcia, pois, como vimosnoiniciodo
texto, afuncéof: IN — 2IN ta quef(n) =2n &, claramente,
umabijecdo.

Como uma funcéo de similaridade é uma bijecdo, se

dois conjuntos ordenados sdo similares entdo possuem a
mesma poténcia. Representando a poténciade um conjunto

Apor Al temosquese A = B entdo A = B .A recipro-
ca, entretanto, ndo é verdadeira. De fato, como vimos no
exemplo6, (IN, R)) e(IN, R,) ndo sdo similares, enborapos-
suam amesma poténcia.

A poténciade um conjunto bem-ordenado é chama-
da aleph (aleph é a primeira letra do alfabeto hebreu e

representada pelo simbolo & ). Os alephs de conjuntos in-

finitos sdo chamadosalephsinfinitos. O simbolo &, (aleph
zero) representa a poténcia de um conjunto enumeravel.

Podemos dizer, ent&o, queapoténciade IN é X ;.

L Cantor tentou definir poténcia com o auxilio da seguinte expressdo: “A poténcia de um dado conjunto A é o que permanece ao abstra-
irmos todas as propriedades de seus elementos e também a sua ordem.” A barra dupla sobre a letra indicativa do conjunto corresponde, no

entender de Cantor, a dupla abstracéo.
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Teoremab.

N&o existem poténcias intermediarias entre X, e a poténcia do conjunto K .

Prova

Sejia () oprimeironimero ordinal seguindoK . Seja\/, aunido do conjunto enumeravel IN={1,2,3, ..} eK . Entéo
apoténciade W[, éigua adeK . Suponhamosqueexistaumapoténciamtal que X, <m < poténciadeK . Entéo podemos

extrair um subconjunto M, de poténciam, de W/, . Como todo segmento de A/, € determinado por um nimero deIN ou de
K, isto &, éum conjunto finito ou enumeravel, temos que M € também finito ou enumeravel, masisso contradiz a hipétese

m=7> NO""

Diante desse resultado, nadamais natural do que atribuir apoténciade K ;o simbolo X, (aleph 1). Podemos, entéo,

reescrever o Teorema 5: néo existem poténcias intermediariasentre X, e X, .

Como 8, < X 1+ intuitivamente, temos quea*“ quantidade” de elementosem K é“maior” do quea® quantidade” de

elementosem IN. Por ser um conjunto néo enumeravel, seriaimpossivel adotar umanotagéo paratodos oselementosdeK .
Podemos, no entanto, vislumbrar segiiéncias crescentes desses nUmeros:

W<W+1l<..<®+n<..<O+O=M.2

<M2+1<..<@2+N<.<®2+®W=®.3<

<. <OO=W<.<O'<..< B < BT 1<

O primeiro nimero seguindo os nimeros daforma =™  é denotado por £. Os nimeros seguindo £ sdo £ + 1,
£ +2, eassim por diante.

Assim como a comparacdo de nimeros ordinais se baseou na comparacdo entre os conjuntos dos quais esses
ndmeros eram tipos de ordem, podemos também comparar dois alephs a partir dacomparacdo dos conjuntos dos quais so
poténcias. Decorre dai que, qualquer conjunto de aephs, ordenado segundo suas magnitudes, € bem-ordenado. A propri-
edade da tricotomia, vélida para os nimeros ordinais, também vale para os aephs. Como vimos anteriormente, ndo €
possivel considerar o conjunto de todos os nimeros ordinais. Da mesma forma, ndo podemos considerar o conjunto de
todos os a ephs, como fica claro a partir do Teorema 6. Antes, porém, uma notacao:

Dado um conjunto ordenado A, detipo deordem ¢ , istoé, A = z , podemos escrever 7 =a pararepresentar
apoténciade A, ou sgja, se or € um nimero ordinal, a éum aleph.

Teorema.

1. N&o existe um aleph maior que todos.

2. Para cada conjunto M de alephs, existem alephs maiores que todos os alephs em M.

Prova

1. Sgjaa um aeph. Entéo existe um conjunto bem-ordenado A cuja poténciaé a. Consideremos, juntamente com A,
todos os conjuntos bem-ordenados consistindo dos mesmos elementos mas correspondendo a outros métodos de ordena-

¢do. Ostipos de ordem desses conjuntos formam um conjunto T de nimerosordinais. Sgja £ um ndmero ordina maior do
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que todos os elementos de T e sgjab = 7. Entdo b é um

depheb >a Defato,sex = A,entdo € Tew <53 .
Masentdo a = b. Suponhamos a=b. Nesse caso € possivel

estabelecer uma correspondéncia o, 1-1, entre A e Wﬁ

(conjunto dos nimeros ordinais menores do que /7 ). Sgja
A, 0 conjunto consistindo dos mesmos el ementos de A mas
ordenados de tal modo que a ordem de precedéncia entre
dois elementos quaisquer de A corresponda aquelaexisten-
teentre os elementos aelesrelacionados por j. Entéo o con-

junto A é similar a W/, , 0 que significa que seu tipo de
ordemé £ e entdo, 5 = T, 0quecontradiz adefinicdo de
£ . Logo, aunicaalternativapossivel éb > a.

2. Podemos supor que ndo hdum aephmaioremM e
gue os alephsem M sdo distintos. Associamos acadaaleph
em M um conjunto bem-ordenado, tendo aquel e aleph como
poténcia, e formamos a uni&o U desses conjuntos, seguin-
do aordem dos elementos de M. Como M é bem-ordenado,
o conjunto U, sendo a uni&o de um conjunto bem-ordenado
de conjuntos bem-ordenados €&, €le proprio, bem-ordenado
esuapoténciaéum aleph. E claro que esse aleph émaior do
quetodos os alephsem M, poistodo aleph em M é poténcia
de um subconjunto de U e, assim, ndo € maior do que a

poténciade U. 4
Coroalario.

Todo aleph possui um aleph imediatamente suces-

Prova.

De fato, como qualquer conjunto de aephs é bem-
ordenado, se M é um conjunto de alephse a & M, entdo,
pelo Teorema6, existe um aleph b, em M, maior do quetodos
osdemaisem M. Se b segue imediatamente a, a afirmativa
esté provada. Se ndo, considerando o conjunto dos alephs
mtaisquea<m< b, existeum menor elemento entreelesque
€ 0 aleph procurado.

O conjunto IR, dos nimeros reais, munido daordem
natural, ndo é um conjunto bem-ordenado. Entretanto, exis-

teum teorema, enunciado aseguir, e cujademonstracdo pode
ser encontradaem [Natanson, 1960], que garante a possibi-
lidade de se ordenar qualquer conjunto de formaatorna-lo
bem-ordenado:

Teorema?. (E.Zermelo)
Todo conjunto pode ser bem-ordenado.

Com esse surpreendente resultado, podemos inter-
pretar toda poténcia como aleph. A partir dai podemos nos
perguntar qual aleph seria a poténcia do conjunto dos nu-
meros reais. Esse problema, conhecido como problema do
continuo, ainda esta em aberto e ha uma hipétese de que

sgaid;.

Finalizando, h&um método, conhecido como método
da diagonal, devido a Cantor, de constatarmos a existéncia
deumaquantidadeinfinitade“infinitos’: dado um conjunto
qualquer, X, infinito, exibiremos um segundo conjunto, de
poténcia maior do que a de X. Para isso, demonstramos o
seguinte

Teorema 8.

Sgjam X e Y conjuntos arbitrarios, onde Y contém,
pelos menos, dois elementos.

N&o existe umafuncéo sobregjetivade X em F(X, Y),
onde F(X, Y) denota o conjunto das funcfes definidas de X
emy.

Prova

Sgja@: X —=F(X,Y), arbitréria. A partir de ¢ defini-
mos a fungéo constante ¢,: X —Y que associa cada ele-
mento de X ao vaor ¢(x). Definimos, agora, umafungéo f:
X —+Y ta que, paracadax em X, f(x) * ¢, (x). Isso €possi-
vel porque Y possui, pelo menos, dois elementos. Dessa
forma, afuncdof é diferente dafuncéo ¢,, paratodo x emX.
Logo, f & ¢(X) e, portanto, ¢ ndo é sobrejetiva.

Hé toda uma algebra definida para os numeros
transfinitos, que pode ser encontrada, por exemplo, em [Can-
tor, 1955], mas que foge ao cardter introdutdrio deste texto.
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