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COMO O MATLAB TRATA SISTEMAS
LINEARES

1 Introducdo

Estas notas estdo divididas em duas partes princi-
pais. Na primeira parte, calculamos-com o MATLAB uma
aproximagdo da solugdo de um sistema linear AX =b,

atraves de alguns exemplos nos trés casos seguintes:
* O sistema tem uma tnica solugio.
* O sistema tem uma infinidade de solugdes.
* O sistema nio tem solugio.

Em cada caso, comparamos a resposta dada usual-
mente pelo MATLAB com a resposta obtida por um outro

programa solsis' que procura simular uma possivel reso-
lugdo a mao.

Na segunda parte, associamos a qualquer sistema li-
near, um novo problema (na verdade, uma extensio nio

linear), que tem uma tnica solugdo. Trata-se do seguinte
problema de otimizagdo:

PROBLEMA: Achar um vetor coluna X de coorde-

I3 . - -
nadas X,,...,x, com norma’ minima, tal que [ W Iy
onde

b =ayx +.+a,x,,.. b, =a.x+.+a_x,

compdem o vetor coluna b* mais proximo® de b .”

Em seguida, usando o MATLAB, aproximamos a
solugdo desse novo problema, a partir da peudo-inversa da
matriz do sistema correspondente.

2 Sistemas Lineares

Iniciaremos com um sistema linear geral
a,, X, +.+a, x, = b

Ay X, +..+a,,x, =b,

(D
QX +.+a,,x, =b

m

de m equagdes nas n incognitas x,...,x, .

Classicamente o problema importante que se coloca
para esse sistema € o seguinte:

&
Dadas as constantes @, ,,...,.a,, .a,, ,...a,, ,...a, e€as

constantes b J - S achar numeros x p---X, Para os quais
todas as equagdes em (1) sdo simultaneamente verdadei-

”

ras.

Um tal conjunto x, ,...,x, satisfazendo (1) é chamado
solugdo.

2.1 Exemplos ilustrativos

Consideramos alguns exemplos que servirio como

base para ilustrar os conceitos desenvolvidos neste traba-
lho.

Sistema 1 (Duas equagées e duas incdgnitas)

097x, +1,72x, =1
2,28x, +0,96x, =2

A solugdo desse sistema é x, = 00 0,82666...

ex,=12.

Sistema 2 (Duas equagées e duas incognitas)

0,96x, +1,72x, +0,76x%, =1
2,28x; +0,96x, -1,32x, =2

As solugdes desse sistema sio dadas por
744+ 12
=—d4C, X, =
900 27100

Temos entdo uma familia de solugdes descritas pelo
pardmetro c.

X, ~cex, =c com c real arbitririo.

Sistema 3 (Trés equagdes e duas incdgnitas)

0,96x, +1,72x, =1
2,28x, +0,96x, =2
1,32x, — 0,76x, = 3

Este sistema ndo tem solugdo. No entanto se a terceira
equagdo for substituida por

1,32x, — 0,76x, = 1 mantidas as demais, teremos
o0 sistema

' Os solsis sao programas simples (Apéndice C de [7]) com objetivo didatico, que fizemos usando a decomposicdo valor singular de A (Apéndice B de [7)).

* a ser definida
' sentido a ser definido

o
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Sistema 4

0,96x, +1,72x, =1
2,28x, +0,96x, =2
1,32x, - 0,76x, =1

744
oqualtem x, = i 0,82666... € x, = 12 como

solugdo.

Sistema 5 (Trés equagdes e trés incognitas)

0,96x, +1,72x, + 0,76x, =1
2,28x, + 0,96x, - 1,32x, = 2
1,32x, — 0,76x, — 2,08x, =1

Este sistema tem como solugdo geral

744 12 |

X, =——+¢C, X, =T -—CeX;=C om ¢ rea
'~ 900 7 100 s 8

arbitrario.Por outro lado, o sistema
Sistema 6

0,96x, +1,72x, +0,76x, =1
2,28x, +0,96x, —1,32x, =2
1,32x, = 0,76x, — 2,08x, =3

nio tem solugao.

Um sistema linear em geral pode ser possi-
vel (consistente) ou impossivel (inconsis-
tente).

Terminologia:

4

* Sistema possivel ¢ aquele que tem 20 menos uma
solugio.

Exemplo: Sistemas 1, 2,4eb.
Além disso €
possivel determinado, se tem uma tnica solugdo.
E.xemp!o: Sistemas 1 e 5.

possivel indeterminado, se tem mais de uma solu-
cdo.

Exemplo: Sistemas 2 € 5.

¢ Sistema impossivel é aquele que ndo tem solu-

cao.

Exemplo: Sistemas 3 € 6.

*Veja por exemplo a se¢do 3.2.1 da referéncia [8].

Observagdo: Diversos sio os métodos que po-
demos empregar para estudar um dado sistema linear.
Dentre eles, existe um teorema classico de Rouché-
Capelli, que nos permite decidir quando um dado sis-
tema linear ¢ possivel ou impossivel e, se possivel, sa-
ber se é determinado ou nio. Ainda mais, no caso de
um sistema “quadrado” (quando o nmimero de equa-
¢oes é igual ao mimero de incognitas) possivel deter-
minado, ha a bem conhecida Regra de Cramer para
calcular explicitamente sua tinica solugao.

Hoje em dia, por questdes praticas, € preciso re-
solver sistemas lineares com um grande nimero de
equagdes € incognitas. Neste caso, resolug@o analitica
¢ uma tarefa, no minimo, desanimadora. Por isso, pre-
cisamos escolher um método adequado e usar o Com-
putador* .

2.2 Aproximacdo da Solugdo com o
MATLAB

2.2.1 Sistema Linear na forma Matricial

O MATLAB opera essencialmente com MATRIZES.
Dai, o primeiro passo ¢ transformar nosso sistema linear
de m equacdes e n incognitas na forma de uma equagdo
matricial equivalente. O sistem2 € escrito como uma unica
equagdo onde as operagdes de adigdo e multiplicagdo em
cada equagdo do sistema € tracluzida como operagdes cor-
respondentes com matrizes.

Deste modo, o sistema (1) se escreve na forma
matricial como

AX = b )
onde
a1y, X b,
PR L P L 3)
e X b,

A ¢ a matriz do sistema, podendo ser quadrada ou
retangular.

b é o termo independente do sistema, tem O mMesSmMo
numero de linhas m que A.

X é a matriz incognita do sistema, tem tantas linhas
quanto numero de colunas n de A.
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Tabela 1 - Forma Matricial dos Sistemas
Sistema AX =
097x, +1,72x, =1 (096 1,72][x7 [1
- 12,28x, +0,96x, =2 12,28 096]|x,| |2
- X
0,96x, +1,72x, +0,76x, = 1 096 1,72 0,767 | [1
X =
2,28x, +0,96x, —1,32x, =2 |_2,28 0,96 -1,32 ? 2
X5 _
’0,96.}:1 + 1,72x2 = ]. -0 96 1 72 1
12,28x, +0,96x, =2 558 056 [x.} _l5
L1,.32_'»\'] = 0,76x2 =3 13F 0 76 x2 3
’0,9611 +1,72x2 =1 '-0 9 1.72 1
2,28.\'] + 0,96x2 =2 v, :28 0.96 lixlj| = |3
11,32x1 -0,76x, =1 132 —-0.76 X, 1
0,96)&‘, + 1,72}:2 + 0,76)63 =1 F0,96 172 0,76 i —xl i )
9 2,28)6; + 0,96x2 - 1,32.‘{3 =i 2,28 0,96 _ 1,32 x| =
L1,32x1 = 0,76X2 = 2,0813 =1 _1,32 _ 0,76 _ 2,08_ _x3_ Ll_
0,96.‘(1 + 1,721.’2 + 0,76x3 =1 _0,96 192 0,76 ] _JCJ ]
9 2,28x, + 0,961:2 = 1,32}(3 =2 228 096 -1 45 X | =
1,32x, = 0,76x, —2,08x, =3 (132 -0,76 —2,08|x,
2.2.2 Aproximagdo da Solugao
Quando a matriz 4 do sistema ¢ quadrada e inversivel, Tabela 2 - Aproximagdo da Solugdo com o
a solugio ¢é dada formalmente por X = A" b. No entanto, MATIAB
inverter diretamente a matriz A ndo é uma tarefa
computacional muito simples.
Achar X = 4" b com o MATLAB corresponde a ope- Sistema Solugdo Ab Solsis
racdo X= A\b a qual usa eliminagdo Gaussiana e ndo cal- = 08267
oA i : Bo 0,82666... 0,8267 :
cula a matriz A quetamentg. Quando a matriz A4 qao é 1 0.12000. . 01200 01200
quadrada, a operagdo A\b varia de acordo com proprieda-
des da matriz 4. Por exemplo, se as colunas de A sdo line- 0,82666...+ ¢ 0,8267 0,5911 +¢0,5774
armente independentes, 4\b usa a decomposigdo ortogonal 2 0,12000..-¢ 0,1200 0,3556-c0,5774
P 0..+c 0 -0,2356 + €0,5774
1,4222 ; : :
Vemos em seguida, a resposta obtida para cada siste- 3 nE -0,6000 SR gnesiE]
ma exemplo, usando primeiramente a funcdo A\b e em 0.82666... 0.8267 0,8267
seguida a resposta dada pelos solsis® , os quais sdo pro- e 0,12000... 0,1200 0,1200
gramas simples, com objetivo didatico, que fizemos usan- T
do a decomposigio valor singular de A° . Esses resultados 5 06812;6;&':2 Cuidado: 0.3556 - 0 5774
sdo comparados com as solugdes de cada sistema na Tabe- T g | TRl 02356+ 0.5774
la2. ———
’Vf:ja no Apéndice C de [7). 6 ndo tem solugdo Regli];i;rd;;iso Sistema impossivel

¢ Veja no Apéndice B de [7].
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Algumas Conclusées da Tabela 2:

. Se A é matriz quadrada inversivel entdo 4A\b
da uma aproximagio da solugio

. Se A é matriz quadrada ndo inversivel entdo
A\b é passivel de erro.

. Se A é matriz nio quadrada com mais linhas
do que colunas e o sistema é possivel determinado entao
A\b da uma aproximagdo da solugdo.

3 Extensdo. Solugdo no
sentido de Minimos Quadrados

Objetivo: Dar sentido analitico e computacional ao
seguinte problema de otimizagao:

Seja A uma matriz qualquer e b um vetor coluna
cujo nimero de linhas € igual ao mimero de linhas de 4.

Achar um vetor coluna X de norma (a ser escolhida)

minima, tal que " = AX é o vetor mais proximo de b
(num sentido a ser estabelecido).

3.1 Interpretagio Geométrica do
Conjunto de Solugioes de AX = b

Vamos escrever AX da seguinte forma:

x4, + x, A, +..+x, 4, ;

onde 4,, 4, ..., A, sdo as colunas da matriz A4, ou
seja, na forma de uma combinagio linear das colunas de 4,
tendo como coeficientes as coordenadas x ..., x, do vetor
X. O conjunto de todas essas combinagdes linéares ¢ cha-
mado de conjunto imagem de A. Deste modo, um sistema
AX = b tera solugdo se a coluna dada b pertencer ao con-
junto imagem de 4, caso contrario, ndo tem solugdo. Na
primeira hipétese, o sistema tera solugdo unica se as colu-
nas de A forem linearmente independentes, caso contrario,
isto &, se as colunas de 4 forem linearmente dependentes,
tera uma infinidade de solugdes.

O problema geral enunciado na introdugdo, que va-
mos associar a um sistema linear qualquer AX = b, tera a
seguinte caracteristica:

solugdo tinica e sua aproximagao numérica pode ser
dada por uma operagdo simples com 0o MATLAB.

Em particular:

» Se o sisterma AY = b ¢é possivel determinado, a
solucio do problema geral serd a propria solugdo do sistema.

o Se o sistema AX = b é possivel indeteminado, a

solugio do problema geral sera aquela de norma minima,
dentre todas as solugdes do sistema AX = b

+Se o sistema dado é impossivel, a solugdo do proble-
ma geral dependeré da solugéo do sistema AX = b"onde b’
é 0 elemento do conjunto imagem de 4 tal que anormade &
-b° ¢é minima. Neste caso, AX = b" é sempre possivel.

- Se o sistema AX = b" é determinado, sua tnica solu-
¢do é a solugdo do problema geral.

- Se o sistema AX = b" é indeterminado, a solugio do
problema geral ¢ aquela de norma minima, dentre todas as
solugdes de AX =b".

Tomemos dois sistemas particulares para analisar a
situagdo:

Sistema 7 (De trés equacdes e duas
incognitas)

a, x, +a,,x, = b,
@y X, +ayx, = b,

ay,Xx, +asx, = b,

ou de outro modo equiva.ente

a, a; bl
x| ay | T X3 |= b,
as 233 b,
Com os vetores
a a; b2
4 =|a, |, 4, a, |eY=|y,
as, 3, Y

do espago tridimensional (espago /R’ ), a formula
¥ =z A +x, A, com as varidveis x, e x, arbitrarias,

define um dos seguintes subconjuntos {Y} do espago:

. {Y} = {0}, é a origem do espago.
. {Y} é uma reta passando pela origem.
. {Y} éum plano passando pela origem.

Note que {Y} nio podera ser o espago IR’ inteiro (so
temos dois vetores !).
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Tabela 3
v} vetor b Sistema 7
{0} =l possivel indeterminado
#0 impossivel
retat en possivel indeterminado
gn impossivel
plano a € possivel determinado
€a impossivel

Sistema 8 (De duas equagdes e trés incognitas)

{allxl +a,x, tapx; = b

@y X, +3yyXy +ayXxy = b,

ou, equivalentemente

Com os vetores

a yn a
il 1 = 12 ol Bley= W
as axn ass Y

do espago bi-dimensional (plano /R’ ), a formula
Y = x A4, + x,4, + x;4,com as variaveis x, , X, € X,
arbitrarias, define um dos seguintes subconjuntos do pla-
no:

= {Y} = {0}, é a origem do espago.
. {Y} é uma reta passando pela origem.
. {Y} é o plano inteiro.

Note que podera ser o plano /R’ inteiro, pois temos
trés vetores!

Tabela 4
{Y} vetor b Sistema 8
{0 =0 possivel indeterminado
=0 impossivel
—— En possivel indeterminado
gn impossivel
plano /R’ e IR’ possivel indeterminado

7 dentre varias outras
¥ Veja a formula (5) do Apéndice A de [7].

Passos da Extensdo

Passo 1:
Escolher o vetor 5" de {Y} mais proximo de b, ou

seja, que torna minima a distancia ||b. - b” :

Passo 2:
Escolher o vetor X de norma minima que satisfaz o
sistema AX = b".

Assim, combinando estes procedimentos, chegamos
a um problema bem determinado:

PROBLEMA: Achar o vetor coluna X de nor-
ma minima que minimiza o erro &(Z) = 14Z - 8],

dentre todos os vetores Z.

Observagdo: Pode acontecer na pratica que
a norma ou nogio de distincia mais adequada ao pro-
blema em questio, seja diferente da norma euclideana
usual. Portanto, temos neste caso um problema mais
geral.

3.2 Decomposi¢do Valor Singular e
Pseudo-inversa com o MATLAB

E bastante interessante observar que existe uma no-
¢io de inversa generalizada’ de uma matriz 4 de qualquer
tipo, que resolve prontamente o problema acima descrito.

Trata-se da inversa generalizada de Moore-Penrose
ou pseudo-inversa da matriz 4.

Defini¢iio: Dada uma matriz 4, retangular de tipo
m x n, chamamos inversa generalizada de Moore-Penrose
ou pseudo-inversa de A a qualquer matriz B de tipo n x m
tendo as quatro propriedades seguintes:

(i) ABA=A4 (iii) (B A)T=BA

(i) BAB=B (iv)(AB)T=AB.

Pode ser provado que existe uma tnica matriz B com
estas propriedades® a qual denotaremos por pinv(4d) . A
pseudo-inversa A pode ser calculada coma fungdo interna
pinvdo MATLAB.

3.2.1 Aproximacdo da Solugdo do Problema
com 0 MATLAB, usando a Pseudo-inversa:

Dada uma matriz 4 e um vetor coluna b com o mesmo
ntimero de linhas que a, X de norma minima que minimiza o

erro €(Z) =||AZ — b ¢ dado por

X =pinv(4) b.

Mais explicitamente, X = pinv(4) b € o tnico vetor
coluna com as seguintes propriedades:
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1.(AX-b)"Y=0,paratodo Y € {Y} Solugdo dos Sistemas Exemplos com o

2.Se (AZ-b)T Y=0, paratodo ¥ & {Y}, MATLAB, usando pinv.

entio X" X <Z7Z

A primeira condigdo equivale ao fato de que AX €o
dnico vetor do conjunto imagem {Y} de 4, tal que AX - b é
perpendicular a {}}, enquanto que a segunda condig3o €
equivalente ao fato de que, dentre todas as solugdes Z de
A Z = AX, o vetor solugdo X tem a menor norma.

A resposta do MATLAB aos problemas associados

aos sistemas exemplos € resumida na tabela seguinte, onde
podemos comparar os resultados anteriores.

Tabela 5

Sistema Solucdo A/b Solsis pinv
1 0,82666... 0,8267 0,8267 0,8267
0,12000... 0,1200 0,1200 0,1200

0,82666...+ ¢ 0,8267 0,5911 + ¢0,5774 0,5911

2 0,12000...- ¢ 0,1200 0,3556 - ¢0,5774 0,3556
0...+c 0 -0,2356 + ¢0,5774 -0,2356

3 50 tem solucio 1,4222 SRR 1,4222
na uca 10,6000 Sistema impossivel 10,6000

4 0,82666... 0,8267 0,8267 0,8267
0,12000... 0,1200 0,1200 0,1200

0,82666...+ ¢ A . 0,5911 + ¢0,5774 0,5911
) 0,12000...- ¢ R‘e“?a‘" , 0,3556 - ¢0,5774 0,3556
0..+c S -0,2356 + c0,5774 -0,2356

Atengao: . . 0,7481

6 ndo tem solugdo Res. impreciso Sistema impossivel gg;}j i
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