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Triangularizacao sem pivoteamento:
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Resumo

Com este exemplo — de grande simplicidade — mostra-se dramaticamente a necessidade de pivoteamento na
implementacdo computacional do processo de triangularizacdo de Gauss para a solucdo de sistemas lineares de equactes
algébricas.

Palavras-chave: Algebra Linear Computacional; escalonamento; triangularizacso de Gauss; sistemas lineares de
equacdes algébricas

1 - Introducéo

O agoritmo de triangularizacdo de Gauss, também conhecido como escal onamento de matrizes, aparenta, quando
exposto num curso de M étodos Numeéricos[5], ndo trazer nenhuma abordagem diferente daquelajé conhecidano contexto
tradicional de Algebra Linear [1], até ser discutida a questdo do pivoteamento. O exemplo aqui apresentado/aprofundado
constajado cléssico [3].

Enfatizamos aimportancia de se dispor de um sistema computacional confiavel pararesolver sistemas lineares de
equacdes a gébricas, um problema ingenuamente classificado como simples, facil, mas que se tem de resolver em pelo
menos uma passagem de tal vez 90% dos projetos em Computacdo Cientifica.

2 - A reta de virgula flutuante

No que segue, estaremos simulando (imitando) aformacomo os programas de um computador (software) tratam as
operacOes algébricas com osniimerosreais. Estes necessitam ser aproximados, diferentemente da representacéo exata dos
inteiros, ou mesmo dos nimeros com “virgulafixa”’ nas caixasregistradoras delojas comerciais.

Trabalharemos com areta R de virgula? flutuante especificada pel os seguintes dados:

* base 10,
s mantissacom dois digitos,

s |imitantesM e N para os expoentes (arbitrarios, os valores ndo influem no que desgjamos mostrar).

Em outras palavras, qualquer nimero real r serarepresentado nessareta R naforma
r = +abx10

onde osinteiros a, b e j satisfazem

"Notas de aula: Calculo Numéricoll ntroduc&o aos M étodos Numeéricos
2ponto, naliteraturade linguainglesa
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-M=j=N,
com M, N inteiros positivos.
Estanotacdo significaaproximar r pelovalor

r=+[ax 10 + bx 10].

Observe que R € um conjunto finito, contém apenas uma quantidade finitade nimeros— ou de pontos, arepresen-
tacdo gréfica dagueles. E que esses pontos ndo se distribuem de forma homogénea, ndo sdo equidistantes como na régua
ou nas trenas a que estamos habituados. De fato, por so dispormos de dois digitos em R:

e entre 10 e 100, apenas os inteiros estdo (todos) presentes, nada entre eles constando da representacéo:
10=1,0x10% 11=1,1x10% ...; 99=9,9x 10% 100=1,0x 10%
o de 100 a 1000, apenas estdo representados osinteiros miltiplosde 10, i.e.,
100=1,0x 10% 110=1,1x10% ...; 990=9,9x 10% 1000=1,0x 103
e entre 1000 e 10000, haumaaindamaior rarefacdo, temos apenas os multiplos de 100,
1000=1,0x10% 1100=1,1x 10% ...; 9900=9,9x 10% 10000=1,0x 10%

€ assim sucessivamente, entre duas poténcias (positivas) de 10 — porque foi esse nimero tomado como base, neste
caso.

Em contrapartida, ao nos aproximarmos daorigem, temos:

e nointervalo[1, 10] umaprecisio de décimos,

1=1,0x10% 1,1=1,1 x10°% ...; 9,9=9,9x10% 10 =1,0x 10%

e 0,1al, umaprecisdo de centésimos,

0,1=1,0x10% 0,11=1,1 x10%; ...; 0,99=9,9x10% 1=1,0x 105

e entre0,01e0,1, umaprecisdo de milésimos,

0,01=1,0x10% 0,011=1,1 x10% ...; 0,099=9,9x10% 0,1 =1,0x 10™.

Podemos pensar que aretaR de virgulaflutuante é arepresentacéo daretareal IR naescalalogaritmica, aqual nos
éprovavelmentefamiliar dasaulas delaboratério de Fisica. Observemos aindaque, apesar da*“ ndo-homogeneidade’ dareta
R, elacontém um parametro homogéneo: os erros absol utos narepresentacéo de um nimero real podem ser muito elevados,
como mostram as representacdes nos exemplos acima. Mas o erro relativo estd sempre limitado por 0,5 %, ou mel hor,

lp-1l _05
Pl S10 7 0%

3 - Um sistema linear de aparéncia inocente

Consideremos o sistema linear de equactes algébricas

x — 100y = -99
100x - y= 9 @

cuja (Unica) solugdo é
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A aplicaco diretado algoritmo detriangul arizago de Gauss, cf. [2], requer apenas um passo, por termos umamatriz
2 x 2. Nesse passo, € “zerado” o (Unico) coeficiente localizado abaixo da diagonal, para o que se efetuam as operacoes
algébricas descritas a seguir, semprerestritos aretaR.

A primeiralinha da matriz dos coeficientes A - e do segundo membro -, multiplicada por -a,/a , € adicionada a
segunda linha:

100- ﬂloxl =0

100 5 4
-1- =X (-100) = -0,1x 10" + 0,1x10 =10 (2
99- ?x (-99) =0,0099x 10" + 0,99 x10* =9,9x10°

Assim, obtemos no lugar da segunda equacédo de (1)

100y =99x10° = 10y=99 = y=99x10%

enguanto aprimeira, que ndo se altera, fornece, ao substituirmos este valor dey,

x-102x(9,9x101)=-99 — x-99=-99 — x=0.

O resultado que obtivemosja ultrapassa o nivel daimprecisdo: é inexato.

Foi o pequeno numero de digitos da reta de virgula flutuante que usamos 0 que causou um tal erro catastrofico?

Defato, arepresentacdo dos dados (coeficientes etermo conhecido) foi feitade formaexata, os erros surgiram apenas
na representacdo dos resultados das operagdes algébricas. Mas se estivéssemos trabalhando com quatro digitos— o que
equivale, neste caso, alancar mdo dachamada precisao dupla— teriamos umarespostaexatapara (1), usando este mesmo
algoritmo. Mas ndo é dificil chegar aum exemplo equivalente ao dado por (1), mas paraessaretaR de quatro digitos, ou
mesmo para qualquer outra “mais precisa’, obtendo sempre umaresposta completamente inexata.

E amatriz quase singular?

N&o, pois o determinante de A é da ordem de 10%, que ndo é um valor pegueno rel ativamente aos dados do problema
(nem a sua resposta).

Pararesponder aessaperguntade umaformamaisgeométrica, olhamos paraatransformacao linear associadaamatriz
A. Podemos pensar nelacomo “ quase” umareflexdo relativamente ao eixo 0x, seguidade umahomotetiade razéo 100, pois
temos, para os vetoresi, j :

Assim, os vetores unitérios da base candnicai, j podem ser pensados “quase’ como autovetores, com autovalores
100 e-100, respectivamente. A imagem desta base pelatransformacéo A nos daumabase “ quase” ortogonal, o que afasta
a hipétese de ser A mal condicionada (pois nesse caso teriamos asimagens de i e j aproximadamente colineares!). Este
raciocinio também indica que o nimero de condicionamento (cf. [4]) de A € préximo de 1, nos deixando definitivamente
convencidos de que a falha cabe ao algoritmo, ndo aos dados.
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Vamosreescrever o sistema (1) naforma

99
e 0O

100x - y
x — 100y

Agora, o procedimento acima (de triangularizacdo de Gauss) — trocando, € claro,

——— por —7—= -- conduz a

1--L x100 =0

100
-100- ﬁx(-l) =-1x10% +10x10? =-100 (4
—99-Hlox (99)=-9,9x10' —0,099x 10"+ =-99

Destavez, asegundaequacdo de (3) setransformaem
-100y=-99 = y=0,99

eaprimeira, que — também destavez — ndo sedltera, nosda

99
100x-0,99 =99 — X_100 = x=0,99.

Chegamos ent&o aum erro de 1% com relacéo a solugéo exata do sistema. (Mas convém observar que narealidade
temos um erro relativo de 0,01%, comparando os dados de saida ao maior valor dos dados de entrada.)

4 - Conclusao

Se na primeira equagdo de (1) fosse nulo o coeficiente de x, ou sgja, se tivéssemos a,, = 0, 0 procedimento que
conduzimos — esguema de triangularizacdo de Gauss (sem pivoteamento) — seria bloqueado, ja que esse coeficiente
comparece no denominador (multiplicando a segunda linha do sistema). O algoritmo de triangularizacdo de Gauss, para
matrizes de ordem arbitréria, quando encontraum elemento nadiagonal (pivot) que sejanulo, efetuaumatrocadelinhas, de
forma a poder calcular a divisdo que define os multiplicadores correspondentes a esse passo.

Assim, ao trocarmos a posi¢ao das linhas, passando de (1) para(3), estdvamos obedecendo a seguinteregra de ouro
do Célculo Numérico: “seum certo valor, calculado exatamente, traz dificuldades, ou ndo éfactivel, valores préximo aele
também vao trazer dificuldades, em célculos aproximados’. O pivot da primeira linha no sistema (1) n&o é nulo, mas é
relativamente muito pequeno, em termos da ordem de precisdo com que trabal hamos.

A técnicachamada de pivoteamento consiste em escol her justamente 0 maior elemento possivel para ocupar o papel
de pivot, ou selecionando entre aqueles da mesma linha (pivoteamento parcial), ou entre todos que ainda est&o sujeitos a
modificacBes (pivoteamento total). Este procedimento, como ocorreu com o exemplo exposto, tornara o valor dos
multiplicadores associados a esse passo 0 maior possivel, de forma que os erros introduzidos com as aproximagdes —
originadas dareta de virgulaflutuante sendo utilizada— ser&o minimizados.
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Trata-se de um procedimento absolutamenteindispensavel, principa mente quando lidamos com matrizes de ordem
€elevada, e com val ores sobre agrandeza dos quais ndo temos control e, 0 que em geral ocorre no caso de problemas préticos:
os dados de entrada de um dado sistema s&0 gerados em outra parte do programa, sem nenhum acesso direto da nossa
parte.

Consequiéncias inesperadas, algumas lamentéveis, de erros originados no (mau) tratamento numérico de diferentes
problemas em aplicactes reais— tecnologia, ciéncia, bolsade valores, e até el el ¢des — podem ser consultadas em

http://wwwv.ic.uff .br/~demoura/2-99/dados.htm#links

5 - Exercicios

o Construir exemplos equivalentes ao que discutimos, pararetas devirgulaflutuante 93 , mascomnimero arbitrario
de digitos.

o Justificar com rigor as passagens acimaonde aexpressao “ quase” foi tomadacomo suficiente paraos argumentos.

e Observe que, nas operacdes com areta 9 efetuadas acima, foi sempre usado o cancelamento —*“ chopping”, em

inglés; deduzir que o mesmo desastre ocorreria, com dadosligeiramente modificados, seusassemoso ar redondamento, ou
“rounding”.
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