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1 Introducao

Fascinante seria especular sobre a origem da nocao de infinito no espirito
humano. Teria algo a ver com a percepcao da finitude da vida diante do
tempo? A percepcao da imensidao que nos separa das estrelas? A visao do
horizonte como algo inatingivel? Existem tribos que s6 sabem contar até
dez. Possuem elas a nocao de um infinito? A eternidade dos espiritos por
exemplo!? Nao estariam todas essas possiveis origens ligadas ao sentimento
primeiro do tempo como uma sucessao de eventos? Se assim o é, o que
impede que essa nocao se estenda ao processo de contagem? Fato é que em
algum momento da histéria da humanidade, o infinito irrompeu o universo da
matematica se revelando, ao mesmo tempo, alicerce para seu desenvolvimento
e fonte de problemas filoséficos ainda sem solugoes.

Se pedirmos a uma crianca um exemplo de conjunto infinito, provavel-
mente o conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, ...} seria o escolhido. Se pensarmos
que os rudimentos do processo de contagem na histéria do homem datam do
paleolitico, portanto ha 15.000 anos, e que o conjunto acima, chamado con-
Junto dos numeros naturais, é oriundo do desenvolvimento desse processo
de contagem, parece razoavel dizer que de natural ele nao tem nada, em-
bora hoje ele nos seja completamente familiar. E comum vermos, apos o
primeiro contato com os naturais, criangas disputando entre si a capacidade
de dizer nimeros gigantescos onde os termos utilizados sao os mais bizarros;
nao estaria nesse ato a tentativa de aprisionar o infinito dos naturais, dada a
incapacidade do espirito de concebé-lo em sua totalidade? Na verdade, esta
incapacidade se revela mesmo no finitamente grande. Trabalhando no inte-
rior do universo finito da matematica, somos capazes de produzir nimeros
tao gigantescos que qualquer pessoa se sentiria confusa somente na tentativa



de concebé-los em sua representacao decimal. Um exemplo é a constugao
abaixo, devida ao matematico polonés Hugo Steinhauss e ao matematico

canadense Leo Moser. Coloquemos a = a% isto é, 2 = 22, colo-
quemos b = b com um numero de triangulos em volta igual a b, por
exemplo 2 = 2 = 4 =4*=256; coloquemos ¢ = c¢com um

nimero de quadrados em volta igual a c¢. Definimos agora um mega como =
2 = 2 = 256 = 256 com 256 triangulos em volta, isto é, 256 com 255
triangulos em volta, ou ainda, (2562°0)256*” com 254 tridgngulos em volta. Nio
se contentando com esses nimeros absurdamente grandes, Moser continua o
esquema com hexagonos, heptagonos etc. O que podemos dizer da existéncia
desses niimeros quando nao nos é sequer possivel concebe-los? E fato que essa
existéncia nao coloca qualquer problema para o matematico profissional, mas
podemos realmente dizer alguma coisa a respeito desse nimero a nao ser o
fato de corresponder a uma enorme poténcia de 27 Nos é mesmo impossivel,
por exemplo, conceber seu sucessor imediato!!

Parece entao que o infinito nos é dado como um todo sem que, entretanto,
esse todo seja composto de partes. Esse conceito de infinito, chamado de
infinito atual, revoltava Poincaré, que dizia: “Quando eu falo de todos os
nimeros inteiros, eu quero dizer todos os niimeros que nés inventamos e todos
aqueles que poderemos inventar um dia. Quando eu falo de todos os pontos
do espaco, eu quero dizer todos os pontos cujas coordenadas sao expressas
por numeros racionais, ou por nimeros algébricos, ou por integrais, ou por
toda outra maneira que poderemos inventar. E esse nds poderemos que é o
infinito”!. Para ele, portanto, o infinito existe em potencial. Contrariamente,
ultrapassando de longe Leibnitz com seu infinito atual(metafisico), Couturat
nao somente dava a matematica o direito de citar mas dava predominancia
ao infinito atual. Ele dizia: “Os matematicos podem e sabem se dar tanto
grandezas infinitas como finitas e isso porque eles (mateméticos) se dao na
sua totalidade. Se eu escrevo:

2=1+3+3+3+..,

2 representa uma grandeza divisivel ao infinito contendo todas as suas
partes integrantes. A igualdade é imperfeita ou simbdlica do ponto de vista

!Dernieres Pensées, p. 131



numérico, mas perfeita do ponto de vista geométrico e analitico”?. O que
vemos aqui é que, para Couturat, o lado esquerdo da igualdade representa a
totalidade, o absoluto, mas as partes que o constituem (o lado direito) é a im-
perfeicao. Ele estabelece uma hierarquia onde coloca a grandeza, concebida
em sua totalidade, acima do nimero, que seria um procedimento imperfeito
para analisar a grandeza. O debate esta longe de terminar e vale dizer que,
com os trabalhos de Cantor sobre os transfinitos, surgiram outras correntes
para acirrar a discussao.

Pode parecer que estas discussoes sao recentes, entretanto a histoéria reve-
lou ser o infinito o lugar em que se escondem muitas coisas estranhas e
paradoxais. Entre os varios paradoxos envolvendo o infinito o mais conhe-
cido é o paradoxo de Zenao (séculolll a.C.) sobre Aquiles e a tartaruga.
Este paradoxo afirma que Aquiles nao pode alcangar a tartaruga, pois deve,
em primeiro lugar, chegar ao ponto do qual a tartaruga acabou de sair, e,
portanto, a tartaruga estard sempre a frente.

Fato é que, apesar dos embates ainda sem solucao, os matematicos tra-
balham com o infinito como sendo um ente dotado de existéncia® . Operamos
com ele, o exploramos, tentamos compreendé-lo. Nao seria isso um ato de
fé? Em que medida se difere do crente que, admitindo a priori a existéncia
de Deus, parte em sua busca e compreensao? Em Introduction to set Theory,
de Hrbacek e Jech, lemos:

“Axioma da Infinidade: Existe um conjunto indutivo(isto é,
infinito)”

Quando os matematicos dizem que os axiomas em matematica devem
ser senao auto-evidentes mas pelo menos passiveis de um consenso sobre os
termos primitivos que os constituem, parece que neste caso estamos num
impasse!!

O que pretendemos neste texto é colocar o leitor em contato com o in-
finito (ou os infinitos?) matematico admitindo tal axioma. Pode parecer
contraditério, a partir da discussao acima, mas nao: essa opg¢ao nao provém
da negligéncia da importancia de uma busca de fundamentacao do conceito,
mas sim da inquestionavel beleza estética e riqueza oriundas da reflexao hu-
mana ao se admitir o axioma do infinito. E verdade que a partir dos anos 30

2De l'infini mathématique, Alcan éd., 1896

30 conceito de exiténcia aqui, ndo é o mesmo daquele utilizado com respeito aos objetos
de nosso dia a dia. Nao discutiremos aqui o modo de existéncia do conceito de infinito
para os matematicos



as discussoes sobre a natureza do infinito matematico se esvaziaram, muito
provavelmente em funcao dessa fecundidade. Seria esta uma atitute mera-
mente pragmatica?

2 Sobre conjuntos finitos

Iniciemos falando de algumas propriedades simples dos conjuntos finitos:
imaginemos que a humanidade nao é dotada da capacidade de contar e que,
ha um bar onde o cliente sé é admitido se houver para ele uma cadeira
disponivel. Numa noite de bom movimento, o proprietario quer saber se a
casa estd com sua capacidade esgotada. Admitindo-se que as pessoas nao
ficam sentadas todo o tempo, como fazer para obter tal informacao se ele
nao sabe contar? Ora, basta para isso que ele peca para que todos se sentem
e em seguida observe se sobrou alguma cadeira vazia. Observamos assim
que embora o proprietario nao saiba contar ele conseguiu, por esse processo
de associacao (cliente<» cadeira), identificar se o conjunto de cadeiras tem
ou ndo o mesmo tamanho que o conjunto de clientes (se existe ou nao um
cliente para cada cadeira). Digamos que o tamanho dos dois conjuntos seja o
mesmo (dizemos, neste caso, que os dois conjuntos estao em correspondéncia
um a um) e que num dado momento os clientes de uma das mesas pediram a
conta, pagaram e foram embora. Os clientes que restaram formam um sub-
conjunto do conjunto inicial, evidentemente de menor tamanho, uma vez que
existem agora cadeiras vazias. Notem que o que fizemos é adotar o conjunto
de cadeiras como conjunto referéncia para determinar o tamanho do conjunto
de clientes, e acabamos de mostrar que, dado um conjunto finito qualquer
(no nosso caso, o conjunto de clientes) toda parte (i.e todo subconjunto) tem
menos elementos que o todo. Admitindo-se agora que o proprietario, nesse
dia, apos constatar a lotacao da casa, permitiu que mais pessoas entrassem
no recinto, fica evidente que o tamanho do conjunto de clientes aumentou,
visto que o nimero de cadeiras tornou-se insuficiente, ou seja, o tamanho de
um conjunto finito qualquer aumenta ao adicionarmos elementos.

Até agora o que temos dito é bastante 6bvio e pode parecer mesmo
ingénuo abordarmos tal assunto. Na verdade, a evidéncia das propriedades
de conjuntos finitos descritas acima vem do fato de estarmos impregnados das
experiéncias cotidianas que, desde pequenos, nos colocam em contato com
um “ mundo finito” onde, mesmo antes de aprendermos a contar, fazemos
associagoes, correspondéncias, agrupamentos de objetos.



Note que até o momento nao falamos em quantidade de elementos de um
conjunto, mesmo porque nao sabemos contar, lembram-se? Se soubéssemos
e observassemos com um pouco de atencao, veriamos que o processo de con-
tagem de um conjunto, digamos, com n elementos, nada mais é que um
processo de correspondéncia entre os elementos desse conjunto e o conjunto
{1,2,...,n}. O fato do simbolo n representar uma quantidade provém de uma
estrutura adicional introduzida; quando consideramos um conjunto de ele-
mentos de mesma espécie, mas distintos, como uma reuniao de pessoas, temos
imediatamente a idéia de unidade e, conseqiientemente, a de uma colecao de
unidades. Associamos a idéia de unidade, o simbolo 1. Ao reunirmos uma
pessoa do conjunto com uma outra, representamos tal ato pelo simbolo 141
que convencionou-se denotar pelo simbolo 2, e assim por diante, ou seja, n
representa uma quantidade por ser um acimulo sucessivo de unidades. Por-
tanto, se voltarmos a nossa situacao original, em que nao sabemos contar, e
se temos uma correspondéncia um a um entre um determinado conjunto e o
conjunto {1,2,...,n}, o maximo que podemos dizer é que eles tém o mesmo
tamanho; nao cabe falar em ntimero de elementos dos conjuntos pois esse
processo de quantificar nao é, por nés, conhecido. Isso pode nos parecer a
principio nao muito 1util, pois, em se tratando de conjuntos finitos, estamos
interessados em geral, em determinar a quantidade de elementos. Entretanto,
ao tratarmos de conjuntos infinitos, esta nocao de quantidade de elementos
se perde, pois o processo de contagem levaria um tempo infinito.

Assim, o que nos interessa ¢é estabelecer a existéncia de um ou mais infini-
tos, a partir do conceito tamanho, isto é, partindo de um conjunto infinito
como referéncia, e dado um outro conjunto infinito, serd que podemos es-
tabelecer uma correspondéncia um a um entre esses dois conjuntos? Se a
resposta ¢é sim, significa que eles tém o mesmo tamanho, caso contrario con-
cluimos que existem infinitos de tamanhos distintos e, portanto, mais de um
infinito.



3 Conhecemos o infinito?

O conjunto infinito que adotaremos como referéncia no momento é o chamado
conjunto dos ntiimeros Naturais, representado por N = {1,2,3,...,n, ...} que é
obtido fazendo-se indefinidamente o processo “actimulo sucessivo de unidades”.
Vamos agora mostrar algumas propriedades desse conjunto. O exemplo que
utilizaremos aqui é conhecido como Hotel de Hilbert. David Hilbert (1862-
1843), matemético alemao, foi professor em Konigsberg, sua cidade natal e
depois em Gottingen de 1895-1929. Ele foi incontestavelmente o chefe da
escola matematica alema do primeiro ter¢o do século XX. Em 1925, numa
conferéncia proferida no encontro da Sociedade de matematica de Westphalie
em memoria a Weierstrass, Hilbert formula claramente o conjunto de suas
concepgoes sobre os fundamentos da matematica. Nessa conferéncia intitu-
lada sur ["infini ele utiliza o modelo do hotel que exploraremos no que segue,
para chamar a atengao sobre algumas sutilezas do conceito de infinito na
matematica.

Imaginem um hotel com uma infinidade de quartos dispostos horizontal-
mente, um ao lado do outro e numerados a partir da porta de entrada do
hotel com os elementos (e na ordem) do conjunto N. Num feriado prolon-
gado, o gerente se viu felizmente com o hotel lotado. Para sua surpresa,
adentrou a recepcao um senhor desejoso de um quarto para se hospedar. O
gerente relatou a situacao, mas sem sucesso: o dignissimo queria porque que-
ria um quarto. Nao sabendo como dar solucao ao problema ora instalado,
resolveu buscar ajuda com um dos héspedes, que por acaso era matematico.
O hoéspede sem hesitar, lhe disse: Nao ha problema algum, encontraremos
um quarto para o senhor. O gerente, nao acreditando no que havia ouvido,
imediatamente interpelou: Mas como? Eu nao lhe disse que o hotel esta com
lotagao esgotada?! Calmamente, o mateméatico perguntou: O seu sistema de
interfone para os quartos trabalha simultaneamente, ou seja, vocé pode se
comunicar com todos os quartos ao mesmo tempo? Sim, respondeu o gerente,
ainda que intrigado. Bem, meu caro, entao interfone para todos os héspedes
simultaneamente e peca a cada um que, ao toque do sinal, se mude para o
quarto ao lado na ordem crescente de numeragao. Neste momento, o gerente
entendeu e se deu conta do quao simples era a solucao do problema. Como
o héspede do quarto numero 1 se mudaria para o 2, o do quarto 2 para o
3 e assim sucessivamente, o quarto nimero 1 ficaria vago para hospedar o
senhor que havia chegado (ver figura 1).



Apds se dar conta disso, o gerente, ainda intrigado, perguntou ao matematico:

Por que a necessidade do sistema de interfone simultaneo? Ora, meu caro, é
necessario apenas por uma questao de tempo. Se o senhor tivesse que dar o
sinal de mudanga quarto por quarto, levaria um tempo infinito para fazeé-lo,
o que inviabilizaria a operacao.

Resolvido o problema, eis que chega nas dependéncias do hotel um grupo
de cinco pessoas a procura de hospedagem. Nesse momento, tendo o gerente
ja compreendido a idéia, imediatamente interfonou para todos os quartos
solicitando que, ao toque do sinal, cada héspede se deslocasse cinco quartos
adiante do seu, na ordem crescente de numeracao. Dessa maneira os quartos
de niimeros 1 ao 5 ficaram vagos, podendo portanto ser ocupados pelos recém
chegados (ver figura 2).

Desgostosos com esses deslocamentos sucessivos, os héspedes dos quar-
tos de nimeros 50 ao 54 decidiram partir. Apesar da tentativa insistente
do gerente de dissuadi-los de tal decisao, ele viu-se com cinco quartos vagos
e arrependido. Como iria agora explicar ao dono do hotel que, por conta
de querer hospedar mais pessoas, havia perdido cinco hoéspedes? Ele nao
tinha argumentos para fazé-lo a nao ser o de prestar bons servigos, o que nao
era suficiente pois, ao hospedar mais cinco pessoas, nem sequer conseguiu
aumentar o faturamento do hotel, visto que o nimero de quartos ocupados
permanecia o mesmo. Agora, pensou ele, estou com cinco quartos desocupa-
dos e meu faturamento diminuido em cinco diarias. De repente, como que
de um estalo, ele pensou: Se posso acrescentar héspedes sem alterar meu
faturamento, devo poder tabém perdé-los sem alterar meu faturamento?! In-
terfonou simultaneamente aos quartos de nimeros 55 em diante e solicitou
que, ao sinal, cada um retornasse 5 quartos. Dessa maneira conseguiu que
seu hotel se encontrasse de novo com lotacao esgotada, mantendo seu fatu-
ramento inicial (ver figura 3).

As figuras acima representam, em cada caso, as correspondéncias um a
um que garantem que, em se tratando de conjuntos infinitos, acrescentar ou
retirar uma quantidade finita de elementos nao altera o tamanho do conjunto,
fato que se revelou falso no caso de conjuntos finitos.



4 Cabe mais infinito no infinito?

Mais calmo agora, por ter resolvido todos os problemas, o gerente foi se
ocupar de alguns detalhes referentes a compra e estoque de alimentos para
poder dar conta das refeicoes de toda aquela gente. O cardépio do almoco
seria carne seca com abdbora e, de sobremesa, doce de mamao. Nesse mo-
mento, ele j4 nao se inquietava mais com a chegada ou saida de hoéspedes,
nem no que diz respeito as refeicoes pois, em qualquer dos dois casos, o
niumero infinito de refeicoes preparadas seria exatamente o necessario e su-
ficiente e daria conta de qualquer das duas situagoes caso se apresentassem,
bastando para isso fazer as mesmas correspondéncias acima, s6 que desta
vez entre héspedes e refeicoes. Como nem tudo é festa num hotel com uma
infinidade de quartos, o gerente é chamado com urgéncia a recep¢ao por uma
recepcionista que, embora tendo acompanhado de perto todo o desenrolar
dos fatos, estava a ponto de ter um ataque de nervos. Gaguejando e muito
palida, ela informou que acabara de receber um telefonema do dono do hotel,
dizendo que estava para chegar o 6nibus do hotel, com um nimero infinito de
lugares, completamente lotado de amigos seus, pessoas da mais alta estirpe, e
que ele exigia a hospedagem dos mesmos, nem que para isso fosse necessario
esvaziar o hotel. Esvaziar o hotel?? Bradou o gerente descontrolado, esse
cara deve estar louco!!! Imagine voce, falou ele a recepcionista, ja nao per-
turbei o suficiente os pobres coitados? Ora é: Senhores hospedes andem dez
quartos adiante, ora é: Senhores héspedes, andem cinco para tras. Agora ele
quer o qué? Que eu diga: Senhores héspedes facam suas malas e, ao sinal,
dirijam-se ao onibus que acaba de chegar para levé-los todos embora? Ja
tive muito problema com héspedes, até tomei na cara, mas sempre foi com
um numero finito deles. Apanhar de um nimero infinito é algo pelo qual nao
pretendo passar!!! Ligue para ele de volta e diga que estou me demitindo e, se
quiser, que venha ele mesmo resolver o problema. A recepcionista, desespe-
rada com a situagao, tentou acalma-lo e sugeriu que antes de qualquer decisao
mais radical, ele contactasse o tal hospede matematico, quem sabe ele teria
uma solucao miraculosa? E assim foi feito. Ao chegar a recepcao e tomar
ciéncia da situacao, e vendo o estado de desespero dos dois, o matematico
desandou a rir, rir e rir, até que por fim conseguiu respirar e compenetrado
falou: Eu tenho a solugao. Nao acreditando, os dois, gerente e recepcionista,
sentaram-se para ouvir o que o matematico tinha a dizer: Interfone para os
quartos e diga aos hospedes que, ao sinal, cada um se desloque para o quarto
cujo numero é o dobro daquele em que estd hospedado. Desta maneira, o



héspede do quarto ntimero 1 ird para o 2, o do nimero 2 ird para o 4, o
do 3 para o 6 e assim por diante, enfim, o hdéspede do quarto de nimero
n, qualquer, ird para o de numero 2n. Notem que, apds esta operacao, os
quartos de nimero impar ficarao vagos e agora vocé podera hospedar todos
que chegaram. O gerente ainda sem entender, perguntou: Como vou fazer
isso se s0 terei os quartos impares vagos enquanto que o 6nibus estd lotado?
Ora, respondeu o matematico, vocé nao acabou de ver que todos os seus
héspedes, que antes lotavam o hotel, podem ocupar somente os quartos de
nimero par? Da mesma maneira, os novos que chegarem poderao ser todos
alocados nos quartos de ntimero impar, bastando para isso que vocé coloque
o primeiro no quarto de nimero 1, o segundo no de niimero 3, o terceiro no
de nimero 5 e assim por diante, enfim o novo héspede de ntimero n ird para
o quarto de nimero 2n — 1.

O que acabamos de ver é que o conjunto dos nimeros naturais tem o
mesmo tamanho que uma de suas partes, no caso, tanto do conjunto dos
numeros pares como do conjunto dos niumeros impares (ver figura 4). Es-
tranho, né? O fato é que existem tantos pares quanto nimeros naturais,
embora o primeiro seja um subconjunto do segundo.

Voltando ao feriado no hotel de Hilbert, o gerente estava completamente
impressionado com a solucao proposta pelo matemético, ao mesmo tempo
que irritado, pois a chegada daquela infinidade de pessoas nao alterava em
nada o seu faturamento (ele continuava com a lotac¢do esgotada), embora a
cada nova situacao mais trabalho se apresentasse. Por outro lado, para seu
conforto, ele nao precisaria mexer em nada no que diz respeito as refeicoes,
a esta altura todas prontas para serem servidas. Algo ainda o intrigava, a
saber, como fazer a operacao de hospedagem dos recém chegados em tempo
finito? Sim, porque deslocar os héspedes do hotel para os quartos de ntimero
par em tempo finito nao é problema, o problema é hospedar os novos, nos
quartos de nimero fmpar em tempo finito. Indagado, o matematico revelou
que havia sido na verdade consultor na elaboragao do projeto e servicos
a serem prestados, quando da construcao do hotel, e que havia previsto
tal situacao. Ele, na ocasiao, solicitara que cada quarto tivesse uma porta
de fundos para o estacionamento e que os onibus do hotel tivessem uma
so fileira infinita de poltronas, cuja distancia entre duas quaisquer delas,
subseqiientes uma da outra, fosse exatamente a distancia entre as portas
de dois quaisquer quartos subseqiientes e que, além disso, cada poltrona



fosse dotada de uma porta lateral de saida. Nao ¢ dificil ver que os novos
hospedes poderiam agora ser alojados em tempo finito bastando para isso
fazer a mesma operacao n — 2n — 1 entre os passageiros (assim, somente as
poltronas impares estariam ocupadas) e em seguida estacionar o 6nibus nos
fundos do hotel, de maneira que cada porta de saida ficasse exatamente em
frente aquela do quarto de mesma numeracao.

Com o objetivo de nao mais incomodar o matematico durante o feriado,
o gerente decidiu interpelé-lo a respeito de um problema que, caso se ap-
resentasse de novo, ele nao saberia resolve-lo. Caro senhor, disse ele, caso
cheguem agora dois, trés, quatro ou um nimero finito n qualquer de onibus,
com uma infinidade de lugares cada um, percebo que fazendo a operacao que
acabamos de executar, repetidas vezes, consigo, sem problemas, alojar todos
os novos hospedes. Pergunto ao senhor: Poderia eu, nesta dada situacao,
alojar todos os hdospedes dos n 6nibus numa s6 tacada, isto é, sem fazer n
vezes a operagao feita agora pouco? Sem duvida, respondeu o matemaético.
Primeiramente, saiba que, por questoes de organizacao, cada passageiro de
cada onibus possui um crachd indicando a qual 6nibus ele pertence e qual
poltrona ocupa. Assim, digamos, o passageiro do 6nibus de nimero 5 ocu-
pando a poltrona de niimero 3 possui um cracha onde esta escrito seu nome
e o simbolo ps 3 (passageiro 5,3); aquele do énibus de nimero 7 ocupando a
poltrona de nimero 35 terd no cracha, além do seu nome, o simbolo pr 35 €
assim por diante. Além disso, observe que as vagas dos onibus sao dispostas
como numa rodoviaria, isto é, uma ao lado da outra. Sabendo disso, peca
que, ao sinal, todos os passageiros desgam do seu onibus pela respectiva porta
ao lado de sua poltrona e que, feito isso, todos os 6nibus se retirem do local,
exceto o primeiro. Observe que os passageiros com suas indicacoes no cracha
ficarao dispostos da maneira mostrada abaixo:

P11 P12 P13 P14
P21 P22 P23 P24

P31 P32 P33 P34

10



onde a primeira fila é formada pelos passageiros do o6nibus nimero 1,
a segunda pelos passageiros do onibus niimero 2 e assim por diante. Note
que como o onibus de nimero 1 esta parado diante da primeira fila, disse o
matematico, basta agora que dotemos cada passageiro de um nimero impar
e que, ao sinal, ele ocupe a respectiva poltrona no 6nibus ali parado. O que
vocé nao sabe é que, ja tendo sido isso por mim previsto, solicitei que os
crachés tivessem no seu verso uma numeragao feita da seguinte maneira: o
passageiro p;; com o ndimero 1, o p; 2 com o nimero 3, passageiro ps; com
o nimero 5, 0 passageiro p3; com o numero 7 e assim em diante, seguindo a
direcao das setas indicadas abaixo.

Piai — D12 P13 — D14

v / v

D21 D22 P23 P24
L Ve
P31 P32 P33 P34
N

Pn1 Pn,z pn,S pn,4

E claro agora que, com todas as poltronas impares ocupadas, basta que o
onibus estacione nos fundos do hotel, visto que os quartos de ntimero impar
ja estao vagos via o procedimento “hdspede do quarto de nimero n desloca-se
para o quarto de niumero 2n”.

O gerente, ainda meio tonto com tudo aquilo, exclamou impressionado:
Quer dizer que como o numero n de onibus é qualquer, se chegarem 50,
100 ou 1 milhao de onibus com uma infinidade de lugares cada um e todos
eles lotados, o tamanho do conjunto de todos esses passageiros é exatamente
o mesmo que o conjunto dos numeros impares?! Sim, meu caro, é o que
acabamos de ver, disse o matematico. Na verdade, observe que se tivéssemos
em vez de n filas de passageiros, infinitas filas (oriundas de uma infinidade
de 6nibus) a enumeragdo por impares seguindo as setas poderia também
ser feita sem problemas. Isso mostra portanto que uma uniao infinita de
conjuntos infinitos, cada um dos quais do mesmo tamanho que o conjunto
dos niimeros naturais N = {1,2 3,4...}, tem o mesmo tamanho que o con-
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junto dos ntimeros impares que, por sua vez, tem o mesmo tamanho que o
conjunto dos naturais. Quer dizer entao, disse o gerente, que se todos os
hoéspedes fizerem de seu quarto uma ligacao telefonica para cada um dos
outros héspedes, o conjunto de todas essas ligacoes tem o mesmo tamanho
que o conjunto dos naturais? Sim, continuou o gerente, como o conjunto de
ligacoes de cada hospede tem o mesmo tamanho do conjunto dos naturais,
o conjunto de todas as ligacoes de todos os hdspedes é a uniao infinita de
todos esses conjuntos infinitos, cada um deles de mesmo tamanho que o con-
junto dos naturais. Bravo!, exclamou o matematico, essa sua observagao nao
somente mostra que vocé entendeu o espirito da coisa como também serd de
grande ajuda para o que vou lhe contar agora. Vamos denotar as ligacoes

feitas por cada hoéspede da seguinte maneira: %, %, i, é etc. serao as ligagoes

do héspede do quarto de niimero 1 para os de nimero 2, 3,4, 5 etc.; %, %, %,

% etc. serao aquelas do hospede do quarto de nimero 2 para os de ntimero
. n n n n ~ z 7
1,3,4,5 etc; T, 3, 5, 7§ etc. serdo aquelas do héspede do quarto de ntiimero
n para os de numero 1,2,3,4 etc.. Procedendo dessa maneira, vemos que
todas as ligagoes foram contempladas. Podemos agora dispor essas ligagoes

em fila como abaixo:

L1 1 1
27 37 47 57
2 2 2 2
1 37 47 7
) sy teey ey
n n n o on
T 2 3 4

Vocé pode ver que, utilizando a enumeracao feita anteriormente, seguindo
as setas mas, agora, em vez de faze-la usando os ntimeros impares, usando
todos os naturais, obtemos uma correspondéncia um a um entre todas as
ligacoes e o conjunto dos naturais, o que prova sua afirmacao. O interessante
disso tudo, prosseguiu o matemaético, é que também acabamos de mostrar
que o conjunto de todas as fragoes positivas, chamado conjunto dos niimeros
racionais positivos, tem o mesmo tamanho do conjunto dos naturais. E claro
que o conjunto dos racionais (todas as fragoes positivas e negativas) tem o
mesmo tamanho de N pois ele é uma uniao de dois conjuntos (as fragoes posi-
tivas e as negativas), cada um dos quais de mesmo tamanho de N. Uma corre-
spondéncia um a um entre Q e N pode ser dada, enumerando-se somente com
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os numeros impares o conjunto das fragoes negativas e enumerando o con-
junto das fragoes positivas somente com os nimeros pares. O que pretendo
tentar agora, ¢ convence-lo de que, a principio, isso escapa sobremaneira a
intuicao, isto €, se olharmos com atengao o conjunto dos racionais, teremos
uma impressao bastante forte de que este conjunto é maior que o conjunto
dos nimeros naturais. Primeiramente, é facil ver que o subconjunto formado
pelas fragoes da forma % isto é, %, %, %, }1, %, e %, ...} é¢ do mesmo tamanho
que o conjunto dos naturais. Até ai nada de mais. Sabemos desde a es-
cola que, além dos racionais, existem nimeros que nao sao racionais, isto
é, nimeros que nao podem ser escritos na forma g (ou seja, como uma di-
visao de dois nimeros naturais p e q): sao os chamados irracionais. Pode-se
mostrar, por exemplo, que v/2 é um desses niimeros. A unido desses dois
conjuntos é conhecida como o conjunto dos niimeros reais positivos e vamos
admitir também que podemos representa-lo como sendo o conjunto de to-
dos os pontos de um semi-reta cuja origem ¢é representada pelo nimero 0,

conforme a figura 5 abaixo.

Agora, se a e b sdo dois niimeros quaisquer (racionais ou ndo) com a menor
do que b, a distancia entre eles é o nimero b — a. Ora, seja ¢ bem grande,

de maneira que % seja menor que b — a e considere o conjunto {1, 2 3 2 1}

¢ q q "
Este conjunto nos da uma particao da semi-reta em segmentos de reta de

tamanho % (cf. figura 6).

Assim, necessariamente, um dos elementos desse conjunto estd entre a e
b pois, caso contrario, teriamos que o segmento entre a e b estaria contido no
segmento entre § e 1%1 para algum nimero p, mas isso contradiz o fato de

que o segmento entre a e b tem tamanho b — a maior que é.

Observe: o que acabamos de mostrar é que, como a e b sao quaisquer,
se fixamos a e tomamos b tao préximo de a quanto quisermos, sempre en-
contraremos um racional entre eles. Ou seja, dado um ntimero qualquer,
encontraremos, tao perto dele quanto quisermos, um nimero racional.

Nesse momento o gerente completamnte impressionado, exclamou: Pelo
que o senhor acaba de dizer, os nimeros racionais ocupam praticamente toda
a semi-reta?! Sendo assim, o tamanho do conjunto dos irracionais deve ser
menor que o dos racionais, nao ¢? Voceé tem razao quanto a sua primeira
afirmacao, disse o matematico; o termo utilizado por nés para expressar esse
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seu sentimento é densidade. Dizemos que o conjunto dos racionais é denso
no conjunto dos numeros reais. Quanto a sua segunda colocacao...

5 Quantos infinitos existem?

Nesse momento, o gerente foi de novo chamado com a maxima urgéncia na
portaria do Hotel. Parece que algo grave aconteceu, disse ele ao matematico,
seria bom que o senhor me acompanhasse, caso necessitemos de sua ori-
entacao. O que houve?, perguntou ele ao chegar a recep¢ao. Sabe os hospedes
amigos do proprietario? disse a recepcionista. Sim, o que é que tem eles?
Vocé lembra que cada um deles estava acompanhado de uma criancga, pois
é, elas sumiram!! Como, sumiram?, indagou o gerente. E isso que estou
dizendo, foi um tal do interfone tocar sem parar, um desespero total. Tive-
mos a informacao de que eles foram vistos pela tltima vez brincando no
jardim do infinito. Nesse momento, o gerente relaxou e, com um ar de sen-
hor da situacao, disse: Tenho certeza de que todos subiram na arvore com
uma infinidade de galhos - seria a tunica possibilidade de perdé-los de vista.
Arvore com uma infinidade de galhos?! Do que voceé esta falando?, retrucou
o matematico. Eu, como consultor do hotel, deveria ser informado de toda e
qualquer iniciativa de ocupacao de espaco fisico!! Quem autorizou o plantio
dessa avore? Foi o proprio dono, devolveu o gerente. Vamos 14, quero ver
isso de perto.

Chegando ao jardim, o matemaético foi obrigado a sentar-se de tao palido
que estava. O que estd acontecendo?, indagou o gerente? Por que estd com
essa cara? E somente uma drvore com uma infinidade de galhos! Vocé sabe
muito bem, disse o matemaético, que essa espécie de arvore tem a propriedade
de que, ao final de cada galho, dois novos galhos se iniciam, um partindo
para a direita e outro para a esquerda, e isso indefinidamente. Sim, e dai?
Continua sendo somente um numero infinito de galhos, retrucou o gerente.
Se cada um dos pais subir na drvore (sendo eles em nimero infinito), todas
as criancas serao encontradas. Naol!l, gritou o matematico. Admitindo-se
que elas percorram qualquer caminho infinito, em tempo finito, mesmo que
todas elas sigam o mesmo caminho, a chance de encontra-las é pequenal
Nao acredito, vocé deve estar brincando!, devolveu o gerente. Colocando-
se agora mais sério do que nunca, o matematico disse: Vou mostrar que o
tamanho do conjunto de todos os caminhos possiveis é maior que a infinidade
de pais; sendo assim, mesmo que todos eles saiam a procura de seus filhos
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por caminhos distintos, sobrara necessariamente uma infinidade de caminhos
nao percorridos; logo, a chance de todos serem encontrados nao é muito boa,
vocé concorda? O que vocé estd me dizendo é que existe um infinito maior
que aquele dos naturais?!, perguntou o gerente perplexo. Isso mesmo meu
caro, e é por isso que precisamos encontrar uma boa solucao para sairmos
dessa, mas antes disso, vou convence-lo do que falei. Pegando papel e lapis,
o matematico desenhou a arvore seguindo a disposicao dos galhos como na
figura 7.

Agora note, disse o matematico, que, partindo do tronco, nos deparamos
com dois galhos, um a direita e outro a esquerda e, ao final de cada um,
nova bifurcagao aparece, e assim indefinidamente. Vamos agora dar nome
aos caminhos: o tronco tem o simbolo 0 seguido de um ponto e a cada vez
que se chega a uma bifurcagao o caminho da direita tem 0 como simbolo,
enquanto o da esquerda, o simbolo 1. Assim, o simbolo 0.100011010100100...
corresponde ao caminho que se inicia no tronco e em seguida toma as direcoes
esquerda, direita, direita, direita, esquerda, esquerda, direita, esquerda, di-
reita, esquerda, direita, direita, esquerda, direita, direita,b... seguindo entao
sempre a direita. Isso pode ser visto na figura 8 .

Dessa maneira, tomando-se qualquer caminho infinito, a ele correspondera
um e somente um nimero com uma infinidade de zeros e uns. Da mesma
maneira, dado qualquer niimero com uma infinidade de zeros e uns, podemos
identificar precisamente a qual caminho esse niimero corresponde. Acabamos
de mostrar, portanto, que o conjunto de todos os possiveis caminhos infinitos
constituidos pelos galhos da arvore tem o mesmo tamanho que o conjunto de
todos os nimeros formados por uma infinidade de zeros e uns. Denotaremos
este conjunto pela letra C.

Resta entao mostrar que C' é de tamanho maior que o conjunto dos nat-
urais (que é o tamanho do conjunto de pais). Vamos primeiramente mostrar
que C' nao é menor que N. Escolha em C' um elemento que chamare-
mos de x;. Como C ¢ infinito, podemos tomar em C' um outro elemento
o distinto de z; e, pelo mesmo motivo, um elemento x3 distinto de x; e
Zo. Repetindo indefinidamente este argumento, obtemos um subconjunto
de C' cujos elementos sao x1,xs, T3, ..., Ty, ... Claramente este conjunto tem
o mesmo tamanho que o conjunto dos naturais, bastando para isso fazer a
seguinte correspondéncia um a um :
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1—x
2 — 29
3 — x5

n— T,

Note que, segundo este argumento, em lugar de C' poderiamos ter tomado
qualquer conjunto infinito, isto é: qualquer conjunto infinito contém um sub-
conjunto de mesmo tamanho que o conjunto dos naturais, portanto nao existe
nenhum conjunto infinito de tamanho menor que o conjunto dos naturais.
Vou mostrar agora, disse o matematico, que C' é de tamanho maior que os
naturais. Para isso, basta mostrar que nao é possivel estabelecer uma corre-
spondéncia um a um entre N e C, vocé concorda? Sim, concordo, respondeu
o gerente. Bem, primeiramente, note que fazer uma tal correspondéncia en-
tre N e qualquer conjunto significa enumerar os elementos desse conjunto, ou
seja, dizer quem sera o primeiro elemento, o segundo, o terceiro e assim su-
cessivamente. Podemos dizer que essa correspondéncia nao é nada mais que
uma listagem dos elementos do tal conjunto. Sendo assim, basta mostrarmos
que em qualquer listagem de C', sempre havera um elemento de C' nao con-
templado. Considere entao uma listagem qualquer, digamos, a representada
a seguir:

1 —0,110010100110...
2 —0,001101111000...
3 — 0,111001010001...
4 — 0,101010101010...

n — 0,0010111100111...

Vou agora exibir um elemento de C' que nao consta nessa listagem. Con-
siderando os algarismos apds a virgula, vemos que o primeiro algarismo do
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primeiro elemento é 1, neste caso para obter nosso elemento coloco nesta
posicao o algarismo 0. O segundo algarismo do segundo elemento sendo 0,
coloco nesta posicao o algarismo 1. O terceiro algarismo do terceiro elemento
sendo 1, coloco 0 nesta posicao. O quarto algarismo do quarto elemento
sendo 0, coloco 1. O n-ésimo algarismo do n-ésimo elemento sendo, digamos,
0, coloco 1 na n-ésima posigao e assim por diante. Afirmo que o elemento
acima nao esta na listagem dada. Por qué?, indagou o gerente. Ora, se es-
tivesse na listagem, ele ocuparia uma posigao, ou seja, ele seria o elemento
de numero, digamos, 245 da lista. Mas o elemento de nimero 245 possui,
como duzentésimo quadragésimo quinto digito, o niimero, digamos 1 e o el-
emento que construimos tem como digito, nesta posicao, o nimero 0. Este
raciocinio mostra que nosso elemento nao pode estar em nehuma posicao da
lista. Concluimos assim que o infinito de C' é maior que o de N,

Que loucura! existem dois infinitos!!, exclamou o gerente. Para mim o
infinito era um so, infinito é infinito, ora bolas.

Ra! retrucou o matemético, o que vocé nao sabe é que existem uma
infinidade de infinitos distintos.

Como assim?

Voce ja ouviu falar em George Cantor?, perguntou o matematico.

Nao, respondeu o gerente.

Pois é, Cantor(1845-1918) um matemadtico russo que se naturalizou alemao
¢é considerado o grande tedrico do infinito. Todo esse estudo sobre o tamanho
do infinito foi desenvolvido por ele. Ele mostrou, entre outras coisas, que,
dado um conjunto infinito qualquer A, se considerarmos o conjunto P(A)
formado por todos os subconjuntos de A, temos um conjunto infinito (note
que ele contém todos os subconjuntos formados por um sé elemento de A) de
tamanho maior que o conjunto A. Por exemplo, no nosso caso, o conjunto
P(N) cujos elementos sao os subconjuntos de N, tem tamanho maior que
N. Na verdade, mostra-se que P(N) tem o mesmo tamanho do conjunto C'
acima. Se agora tomarmos o conjunto P(C') formado por todos os subconjun-
tos de C, obteremos um conjunto infinito de tamanho maior que C, e assim
por diante. Isso mostra que temos uma seqiiéncia de conjuntos infinitos cada
um maior que o outro, sendo o menor deles o conjunto N. Cantor deu nome
a esses infinitos: sao os chamados cardinais transfinitos. Usando uma nocao
chamada nocao de ordem, Cantor obteve outros infinitos aos quais ele deu
o nome de ordinais transfinitos [4]. O conjunto C' acima é chamado con-
junto de Cantor. Na verdade, o conjunto de Cantor foi por ele apresentado
usando uma construcao completamente diferente, em que ele utilizava o con-
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junto dos nimeros reais compreendidos entre 0 e 1. Note que da maneira
como apresentamos C', podemos pensa-lo também como um subconjunto dos
reais entre 0 e 1, com a diferenca que todos os elementos estao na verdade
entre 0 e 0,111111111111.... e onde todos os digitos na expansao decimal sao
somente zeros e uns.

Ei ei ei!, espera ai, disse o gerente. A gente nao tinha visto que os racionais
(conjunto das fragoes) ocupavam praticamente toda a reta dos reais (ou seja,
sdo densos nos reais)?

Sim, e dai?, devolveu o matematico.

Ora, sendo os racionais do mesmo tamanho de N e ocupando quase toda
reta real, como é possivel, usando somente os reais entre 0 e 1, obter um
conjunto, no caso C, maior que N?

Boa pergunta! lembra que mostramos que tants os pares como os impares
tém o mesmo tamanho de N, embora sejam subconjuntos deste? Pois é, o
mesmo acontece com os reais R e C'. Embora um seja subconjunto do outro,
os dois tém o mesmo tamanho. Embora os racionais sejam densos em R, sao
os irracionais que ditam o tamanho dos reais. O fato é que o conjunto dos
irracionais é também denso nos reais e seu tamanho é maior que o conjunto
dos racionais (portanto dos naturais). Na verdade ele tem o mesmo tamanho
dos reais (e portanto de C') [5] .

Nossa, esquecemos dos meninos!, exclamou o gerente. Os pais ja devem
estar desesperados! Como vamos aché-los?

Calma, calmal

Como assim? Por que essa calma agora? Inicialmente o senhor estava
tao nervoso, dizendo que seria impossivel encontrarmos todas as criancas!

E, mas fiz isso sé para assustar voceé e o patrao. Espero que da proxima
vez ele se lembre de me consultar antes de mandar fazer qualquer coisa aqui
no hotel. V& la e diga que estamos com a situacao sob controle e que, em
breve, eles serao chamados.

Sim senhor, disse o gerente, e assim foi feito.

Ao retornar, o gerente estava ansioso para ver qual seria a solugao encon-
trada pelo matematico para encontrar as criancas.

Vamos 14, continue!, solicitou ele ao matematico.

Bem, vimos que o conjunto de caminhos é maior que o conjunto de pais.
Por outro lado, os caminhos considerados sao todos os caminhos infinitos
possiveis, pois representamos cada um deles por seqiiéncias infinitas de ze-
ros e uns (qualquer elemento de C' é dessa forma). Imagine que cada uma
das criancas pudesse, num tempo finito, percorrer um desses caminhos em
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“sua totalidade”. Neste caso, mesmo que os pais também pudessem fazer
0 mesmo, num tempo finito, teriamos uma quantidade enorme de camin-
hos nao percorridos, pois o tamanho do conjunto de tais caminhos infinitos
¢ muito maior do que o do conjunto de pais. Foi admitindo essa situacao
ficticia (poder percorrer um caminho em sua totalidade, num tempo finito)
que afirmei serem poucas as chances de encontrarmos todas as criancas. As-
sim, o que temos em realidade é que, em qualquer instante considerado, cada
crianca tera percorrido um numero finito de galhos. Para aché-las, basta
portanto que os pais subam um pouco mais rapido que as criangas. Se é que
isso é possivel!
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