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BREVES NOCOES DE FILOSOFIA DA
MATEMATICA

Ao escolher estetema paraincluir no Caderno, esperamos contribuir para que nossos a unos tomem um primeiro
contato com a Filosofia da Matemética. Acreditamos naimportancia de tal leitura na medida em que trata da natureza da
M atemati ca nos seus miltipl os aspectos e questionamentos. Além de despertar oleitor parao tema, espero que abibliogra-
fiano fim do texto permitaque ele possainiciar aleiturano assunto.

Sera abordado o que é denominado A crise dos Fundamentos como contetido principal, por ser assunto basico
eter originado obras monumentais como os Principia Mathematica de Bertrand Russell e A. Whitehead, Grundlagen der
Geometrie de Hilbert e Grundlagen der Arithmetik de Frege . Além disso, apresentaremos as escolas filosoficas que
surgiram ao longo desta crise, naqual varios matematicos importantes na época defenderam seus pontos de vista .

|. CONSIDERACOES BASICAS

A Matemética, dentre muitas aplicacdes, participa
da montagem de model os para a tecnologia; possibilitao
célculo detrgjetorias de planetas, adeterminacéo de 6rbi-
tasde satéliteseaproépriaquantificacéo daforcadelanca
mento . No entanto, boa parte dos mateméticos ndo se
envolve com as diversas aplicacdes da Matemética; tra-
balha num mundo de conhecimentos aparentemente dis-
tanteda'"realidade”, num mundo "ideal", daverdade, como
0 postulava Platdo. A Filosofia da Matematica e a sua
Epi stemol ogia parece também n&o serem consideradas. E
bem verdade que fatosimportantesjaocorreram naMate-
maética, indicando que se pode estudar hermeticamente a
prépria Matemética e obter resultados profundos. Cita-
mos, por exemplo , a descoberta das geometrias néo-
Euclidianas, que se deu ap6s séculos de andlise sobre o
quinto postulado de Euclides, e a conjetura de Fermat,
hoje o seu "grande teorema’, que desenvolveu a princi-
pio a dlgebra comutativa e posteriormente partes da geo-
metriaalgébrica. MasaMateméticando teriao acervo que
hoje detém se ndo tivesse "um pé narealidade" do mundo
fisico ou datecnologia.

Desde osprimérdios, aciénciafoi sedesenvolven-
do como instrumento eficaz paradescrever o mundo, ex-
plicando seus fenémenos. H& ai todo um contexto sobre
se épossivel tal empreitada, pois questdes se pdem como
ado determinismo e ado que seriao observavel. A civili-
zac80 gregajamantinhaesse papel paraaciéncia, masfoi
com a publicacdo dos Principiade Newton queaciéncia
pode explicar arealidade objetivaatravésdeiniimerasleis
e equacoes .

Contudo, havia uma demanda de novos estudos,
pois 0 mundo se desenvolviatecnologicamente e as apli-
cacBesexigiam aperfeicoamentos, sejaaumentando ave-
locidade dos barcos com amecénica dos fluidos, sejade-
senvolvendo técnicas de navegacdo com a Gtica, seja uti-
lizando balas de ferro ao invés das de pedra com resulta-
dos de balisticas . Newton usava 0 método de fluxos e
consideravaqueasvariaveis x ey fluiamnotempo. Dada
uma relacéo de fluxo, designava por "0" um "acréscimo
infinitesimal do tempo" e, considerando as variacfes,
infinitesmaisx + x"0odex eacorrespondente y +y o emy,
dividia o resultado do fluxo por '0' e eliminava os termos
gue contivessem "0", apds os célculos correspondentes .

Por exemplo, darelagdo f(x,y) = y-ax2-bx-c=0, obtemos

f(x + X0,y +y'0) = (y+y'0) - ((&(x+X'0)? + b(x+Xx'0) + €) =
= (y-ax2-bx-c) + y'o - 2ax(x'0) - a(x'0)2- b(x'0) =
= y'0- 2ax(x'0) - a(x'0)2- b(x'0) .

Dividindo pelofator "0" e eliminando ostermos que
aindao contém, chegamosaiguadade 0=y'- 2axx'- bx'. Este
processo foi bastante criticado, poisaeliminacéo de potén-
cias superioresde "0" nado eram fundamentadas. N&o con-
sideravanulo o fator "0" ao dividir mas, apds esta opera-
¢do, "estranhamente” o eliminava.

Com o volume de novos resultados, percebia-se que
aMatemética careciade umaprecisdo maior quealibertasse
de alguns enigmas que feriam aintuicdo e defatos que hoje
sd0 simples, como a igualdade, mas que ndo haviam sido
demonstrados. Sabia-se apenas que um irracional eraapro-
ximado por racionais, dealgumamaneira. Umanocao basica
como ade curvafoi semostrando fugir aidéainicial deque
"continuo" era algo "liso" onde sempre se traca tangente.
Teoremas que dependiam da nocdo de continuidade eram
demonstrados recorrendo quase que as figuras . Enquanto
0s matematicos lidavam com irracionais sem conhecer sua
verdadeira natureza , no século XVII, teoremas-chave do
cél culo ndo podiam ser estabel ecidos. Por exemplo, aprova
deBolzano-Cauchy do valor intermediério parafungdes con-
tinuas, dependia de propriedades assumidas como verda-
deiras por Cauchy e por Riemann, dentre outros. Um fato
tido como verdadeiro era que toda funcéo continua seria
diferencidvel salvo em pontos isolados, mas Weierstrass
exibiu em Berlim, em 1861, afuncéo abaixo, que é continua

em todo ponto mas ndo é diferenciavel em nenhum deles:

f(x) = Zb "cos (a"mtx) ondeaéuminteiro impar ebesta
n=0
nointerior dointervalo[0,1].

O ano de 1872 culminou com publicagdes simultane-
asdaconstrucdo dos nimerosreaispor Dedekind , Cantor e
Heine ,seguidos tempos depois por Weierstrass . Posteri-
ormente ,novos problemas foram surgindo em funcéo da
complexidade crescente ao se construir novas curvas e su-

perficiesedo surgimento de novas fungdes ndo polinomiais.
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Além dos infinitésimos, outro recurso era questio-
nado: o uso das séries. Representava-se uma funcéo por
meio de uma série sem que se soubesse se ela fornecia um
nimero (real ou complexo), isto é , seelaconvergiacomo €
0 caso da funcédo f(x) = 1/(x+1). Seu desenvolvimento em
srieé 1/(1+x) =1-x+x2-Xx3+...queparax = 1aincongru-
énciaabaixo (naépocasem explicacdo ) gera:

12=1-1+1-1+...

A integracdo de uma série erafeitatermo atermo .
Um ponto central nesta questéo era o desenvolvimento
binomial de Newton cujasérieé

(1+x)2=1+xC(al) +2C(a2) +..=1+ ¥, C(a,n)x"
n=1

a(a-1)...(a-n+1)
n!
Oleitor podeverificar que asérie 1/(1+x) desenvolvidapelo
bindmio de Newton paraa=-1, tem como coeficientes
c(-1,n) = (—1—1+1}(—1—2+1;u:—|1—3+1}...(—1—n+1} -
n

onde C(a,n) = coma€ Q.

Porém a condicdo necessé&ria | x | < 1 paraaconvergéncia
ndo foi estabelecidapor Newton. Outro aspecto do uso das
séries ocorreu com respeito a chamada série de Fourier. No
seulivro Théorie AndlitiquedelaChaleur de 1822 ele perce-
beu que a representacéo

f(x) = %+ i (a, cos nx + b, sen nx)
n=1

erapossivel paraumagrande classe de fungdes. Obtendo a

expressdo dos coeficientes como sendo

= l _|-rr Fixicospxdy .e*t:.n=l Im S (x)sen mpxdx |
o o

Fourier percebeu que a representacéo era possivel mesmo
gue aderivadadafuncdo f ndo existisse em muitos pontos.
Estasérie motivou o desenvolvimento dateoria daconver-
génciade sériesndo so devido asuaimportanciaem aplica-
¢oes, como também por ser mais geral do que a série de
Taylor, eainda, porque as séries de poténcias permitem um
tratamento formal no que concerne efetuar operagBes entre
elas, mesmo sem se saber sobre sua convergéncia, além de
serem de melhor manipulac&o ao derivar eao integrar .
Nem todos os matemaéticos partilhavam da preocu-
pacdo com os fundamentos da Matemética. Muitos deles
nado se sentiam motivados para traté-|os, porque, em parte,
osexperimentos em Fisicajacomprovavam anaturezadeum
resultado. Isto ocorria, por exemplo, com respeito aequagdo
diferencial do péndulo. Além disso, muito havia que se
fazer nos diversos ramos da Fisicacomo Mecénica Celeste,
Otica, Acusticaetc. O ponto critico destes problemas ocor-
rianaconcepgao de niimeroreal, atingindo ndo s aAndlise
Mateméatica mas também a Algebra. Se esta ja usava a
revoluciondriaTeoriade Gal 0is(1830), asdgebrasde Clifford
e a Teoria dos Ideais, desenvolvidas simultaneamente por
Dedekind e Kummer, era forte a presenca dos nimeros
complexos que também estavam em cheque, pois sao defi-
nidosapartir dosreais como seu fecho al gébrico. Posterior-

mente, apropriabase numéricano nivel dosracionaisedos
inteirostambém foi questionada, pois nem mesmo os natu-
rais estavam caracterizados formalmente. Ora, seaMate-
matica caminhava para uma espécie de "independéncia da
realidade objetiva' do mundo daexperiénciaedaaplicacdo,
seus alicerces eram constituidos de umanogdo empiricade
natural , baseadano contar e sem uma contrapartidaformal .
Este ponto foi levantado brilhantemente por Frege no seu
livro Fundamentos da Aritmética. Por exemplo, em Kant, en-
contramos a justificativa de evidéncia em igualdades en-
volvendo naturais. Assim, ndo haveria necessidade de jus-
tificar que 2 + 3=5. Maso quedizer de umaigual dade ndo
evidentecomoem 132677 235+ 345698 232=478375467 ?
L eibniz apresentou umademonstracdo que 2 + 2 = 4, usando
adefinicdioque2élel, 3é2ele4é3el. Noentanto,
observou Frege, faltou destacar a propriedade associativa.
Era um retorno a demonstracdo precisa, ao "espirito
euclidiano”. Aposcriticar asdiversastentativas de definir
0s naturais ou de us&-los em céculos considerados "evi-
dentesem si mesmos', apresentou a defini¢do destes usan-
do a Teoria dos Conjuntos com a nogdo de equipoténcia,
gue como veremos a seguir trouxe a luz vérias questdes
sobre o infinito nos trabalhos de Cantor.

H& tantos pontos na reta quantos no plano. Este
fato foi umasurpresaparao préprio Cantor que o descobriu
ao tentar caracterizar o conceito de dimensdo como cépias
de R. A nocéo de funcdo ja vinha sendo construida desde
L eibniz que consideravafungdo uma quantidade associada
aumacurvacomo ainclinagéo ou o raio de curvatura. Rapi-
damente o par conjunto e funcdo foram permitindo expres-
sar fenbmenos matematicos importantes. A correspondén-
cia bijetiva foi usada na definicdo de conjuntos
equipotentes. Um conjunto € enumeravel se existe uma
bijecdo entre ele e os naturais (dizemos também que é
equi potente aos naturais). E infinito sefor equipotente aum
subconjunto préprio; assim os naturais formam um conjun-
to infinito, pois é equipotente ao conjunto dos naturais pa-
res. Dos resultados obtidos por Cantor, que causaram gran-
deimpacto no inicio da suateoria, destacamos a afirmacéo
dequeosracionaissdo enumeraveis. Isto surpreende, pois
elesformam um conjunto denso ( entre doisracionais exis-
tem infinitos deles ). Outro resultado contundente € que os
ndmeros a gébricos formam um conjunto enumeravel (um
nimero éalgébrico sefor raiz deum polindmio de coeficien-
tesracionais; por exemplo, J2+43 éalgébrico por serraiz
do polindmio f(x) = x*- 10x + 1). No entanto, mostrar que ha
vérias ordensdeinfinito foi um marco obtido por Cantor e
ele o conseguiu ao mostrar que o intervalo [0,1] é um con-
junto ndo enumerédvel. A demonstracdo de Cantor usa 0
meétodo dediagonalizagdo que veremos abaixo:

Suponhaa possibilidade de enumerar oselementosde[0,1],
digamos, naforma x, , X,, X,, ... Podemos considerar que
cadatal elemento éum decimal. Ponhamos

X= O’aualz ;-
X, = 0, A&,y

x;=0,8,a,a,; ... elc. .
onde cadanimeroaij (i , j percorrendo os naturais) € um dos

digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Vamos exibir um nimero distinto
de todos €eles e localizado no intervalo [0,1]. Para isto,



Dezembro 1999 - NUumero 2 - ano 2 73

construao numeroy =0,y,y, Y, ... detal formaquey, » a,, o queimplicaser distinto dex, , aseguir oniumeroy, - a,,,
queofaz diferir dex,, eassim por diante. Teremosy » x paratodoi, poiso digito deordemi dey diferedea, .

Em meados do século X1X surgeuma formade|6gicade caréater algébrico cujasbases sdo creditadasa George Boole
(1815-1864). O propésito era deslocar aldgicadametafisica, de onde haviase originado apartir de Arquimedes, e aproxima-
ladaMatematica. Paraisto, esta deverialidar com variaveis representando também sentencas e ndo apenas nimeros e
grandezas. Boole comparavaa L 6gicaaGeometria, "pois ambas sdo assentadas em verdades axiométi cas e seus teoremas
s80 construidos segundo ateoria geral do simbolismo, que é aquilo que é reconhecido como Andlise ™.

No seu livro Investigacdes das Leis do Pensamento (1854), Boole usou letrasromanasx , Yy , Z, ... para designar
entidades como nimeros, pontos eidéias, unificados por abstracdes e submetidas a operacdes apropriadas. Seu método foi
interpretar as identidades algébrico-aritméticas (associatividade, distributividade etc.) a luz da LAgica, portanto numa
algebraabstratano sentido de que ndo lidavacom nimeros nem grandezas. Asoperacdesx+y exy podem ser interpretadas
como unido ou disjuncdo e intersecdo ou conjuncdo. No entanto, na LAgica é valida alel x" = X, 0 que levou Boole a
considerar somente os valores 0 e 1. Seu projeto esbarrou em problemas de transposicdo como é o caso do uso nédo
exclusivo daconjuncdo "ou" , masteve o mérito de introduzir outras possibilidades na Matemética além do nimero e do
continuo, contribuindo para o surgimento da chamada"mateméticapura’.

II. O SURGIMENTO DAS ESCOLAS

Num congresso em 1900, Hilbert apresentou vinte
etrés problemas que segundo eleiriam ocupar boa parte da
pesquisafutura ([8] p. 448). Alguns deles estavam relacio-
nados com os fundamentos da Matemética. Neste congres-
so Poincaré leu criticas aos trabalhos de Cantor. Desta con-
trovérsiasurgiram as escol asfilosoficas. Porém, elasnéo se
contrapunham em todos os itens de posi¢es e nem todo
matematico admitiu uma posicéo estrita. As propostas de
fundamentag&o foram trés: logicismo, formalismo e
intui cionismo, mas existem outras concepgdes da Filosofia
daMatematica.

Vamos no entanto apresentar aseguir alguns topi-
COS que motivaram pesquisas e publicactes, constituindo o
cerne da chamada crise dos fundamentos.

A geometria

Alguns mateméticos tinham direcionado seus es-
tudos de geometria no sentido da axiomatizacdo. Negando
0 quinto postulado de Euclides eles montaram uma geome-
tria do espaco com propriedades diferente da euclidiana.
Um deles, Bolyai, demonstrou primeiramente umasérie de
teoremas, sem 0 uso do 5° postulado denominando esta
geometriade absoluta, jaque ndo haviaconflito entreelaea
euclidiana. Namesmaépoca, emlocalidadesdistintas, Bolyai
e Lobachevski substituiram o 5° postulado de Euclides pelo
axiomaque admitiamais de umaparalelapor um ponto fora
deumareta, formando achamadageometria hiperbolica. A
geometriajasetornaraentdo umateoriamatemética depen-
dente do grupo de axiomas que se considerasse e ndo mais
unicamente aeuclidiana.

Riemann, por suavez, apresentou uma geometria
gue diferiada de Euclides por ndo admitir retainfinitanem
tampouco paralela por um ponto externo aumareta. Este
avanco na geometria so foi possivel com a conclusdo de
gue o0 axiomadas paral elas (0 chamado quinto postulado de
Euclides) eraindependente dos outros. Este estudo € pura-
mente axiométi co e pertence afundamentacéo da M ateméti-
ca

Posteriormente, Hilbert reformulou a geometria
euclidiana, observando que esta era imprecisa e continha

demonstractes que pressupunha hipoteses ndo explicitadas
como, por exemplo, aretaser infinita. Além disso, eralaconica
no que concerne a continuidade.

A ndo unicidade dageometria, que agorajando era
ageometriado universo nem adivina, repercutiu profunda-
mente na filosofia e na ciéncia. A relagdo da Matemética
com a realidade sofreu grande abalo. Evidenciou-se 0 as-
pecto axiomatico, onde sdo formulados axiomas constituin-
do umaestrutura ou espago matemético e, apartir deles, sdo
deduzidos teoremas. Sob este angulo, a Matemética se re-
sumiaaum compromisso apenas com a coeréncia, pensava
Hilbert. A elaboracao de sistemas matematicos era de apa-
rénciaarbitréria; apenasndo sepodiainfringir suas proprias
regras, Como num jogo.

A aritmetizacdo da andlise

Ja estando claro que o conceito de continuidade e
diversas propriedades dos nimeros reais se interligavam,
buscou-seexplicitar tal relacionamento. Num sentido, osreais
foram apresentados numa reta sem buracos (os cortes de
Dedekind). Este caminho eraao mesmo tempo o daordena-
¢do, com propriedades sobre o infimo e supremo. Por outro
lado, levou-se em contaque um niimeroreal sempreseriao
limite de umasequénciaderacionais (como o fizeram Cantor
e Cauchy com as sequiéncias fundamentais atualmente de-
nominadas seqiiéncias de Cauchy). O conjunto dos reais
seria a extensdo dos racionais, tornando-se completo, pois
nele toda seqiiéncia que se acumulasse em interval os arbi-
trariamente pequenos seria convergente.

Teoria dos conjuntos

A énfase a agrupamentos arbitréarios de pontos ja
constavaem Descartes ao propor ageometriaanalitica. Com
Cantor, surgiu 0 uso sistematico de conjunto como objeto
matematico e como figuras arbitrérias. No entanto, varios
paradoxosforam descobertos. Ele préprio jatinhaobserva-
do que a construcdo do conjunto de todos os conjuntos
contradizia seu teorema, que garantia que um conjunto tem
menor poténcia que o conjunto de suas partes. Assim, era
incoerente conceber o conjunto de todos os conjuntos (pois
eleteriatambém amaior poténcia).
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Outros paradoxos foram apresentados. Um deles
provocou a axiomatizacdo dos conjuntos, por ser basico:
N&o podemos formar o “conjunto de todos os conjuntos
que pertencemasi proprios”, poisnao podemosdecidir se
ele pertence ou ndo asi proprio (antinomiade Russell).

O conceito de numero

Um dos mateméticos que contribuiram paraosfun-
damentos da Mateméticafoi Peano, apresentando axiomas
para o sistema dos naturais que seria obtido a partir apenas
das nocdes de nimero, sucessor e indutivo. Seu texto se
resumiaadescrever os naturais, sem os conceituar. Posteri-
ormente, Frege publicou o que seria 0 conceito de nimero
natural. Neste empreendimento usou a nocao de
“equinumérico” de Cantor, isto &, a poténcia de conjunto.
Quando sua obra, bastante profunda e detalhada, estava
paraser impressa, recebeu umacarta de Russell mostrando
gue seu método levavaaincoeréncia. Paraisso, Russell apre-
sentou um conjunto que ndo permitiaconcluir ssum objeto
eraou ndo seu el emento, como jacomentamos. Tendo Russell
contornado a questéo com ateoria dos tipos, o proprio tra-
balho de Frege serviu de base paraatese logicista: aMate-
matica é16gico-dependente, como veremos mai s adiante.

O infinito

Num artigo interessante, Hilbert discutiu asvérias
formas do infinito: o denso, o ilimitado e o infinitamente
pequeno. Haainda, umadiferenca entreo Infinito Potencial
eolnfinito Atual. Dado um natural n, éadmitido queexiste
um natural m que o supera em grandeza, ou sgja, m € um
natural tal que m > n. Concebemos aqui que 0s naturais
constituem umatotalidadeilimitada. No entanto, formulan-
do propriedades de umatotalidade infinitaestaremos consi-
derando um objeto “infinito” como objeto matemético.
Estamos admitindo o uso do infinito atual. Outro exemplo
seriaconsiderar um circulo maximo numaesferae percorre-
lo. Evidentemente podemaos fazer isto 0 nimero de vezes
gue quisermos. Neste sentido, o circulo éum caminhoilimi-
tado sem ser no entanto infinito. Mas o uso sistemético do
infinito atual na Matemética provocou reacdes de vérias
origens. Sua consideracdo maisfrequente e suaimportancia
deveram-se ao desenvolvimento da teoriados conjuntos. A
concepcao de real como uma seqiiéncia genérica de racio-
nais, sem seter noc¢&o de suaconstrucéo, nao foi aceitapor
Brouwer, que liderou um pensamento dafilosofiadaMate-
mética denominado intuicionismo. As suas criticas soma-
vam-se as de Poincaré e de Kronecker, dentre outros.

I11. AS ESCOLAS FILOSOFICAS

Vemos afilosofiacomo uma explanacéo que visaaorgani zar umadesordem num ramo do conhecimento. Discute

Seus rumos e analisa suas crises.

Ao lidar com aMatemética, podemos nos mover em duas diregcdes. uma, no sentido da sua construcao, adicionan-
do resultados, apresentando novas estruturas, novos aspectos, indo no sentido que usua mente se concebe como “cons-
truir a Matemética”; a outra, indo no sentido oposto ao anterior, quando nos dirigimos aos seus principios basicos, seus
primérdios, seus fundamentos, tentando, de maneira critica, “elaborar " matemati camente ou logicamente 0 que é “senso
comum” . Esta atividade envolve principa mente Teoriados Conjuntose Légica.

L ogicismo

O logicismo sustenta que as leis da Matematica
sdo redutiveis as leis [6gicas ou sdo derivadas da Logica
DalL dgicaviriaofascinio, origor eaexatidao. Osgregosja
viam asemelhancaentre MateméticaeL 6gica. Caberegistrar
queLebnizjavisuaizavaal 6gicacomo umaciénciaabran-
gendo os principios e as idéias sobrejacentes a todas as
outras. Quem traduziu de formaconcretaainterpretacéo 16-
gicadaMateméticafoi Gottlob FREGE. ParaeleaMateméti-
caerapor s mesmaracionalidade, umaparte darazéo. O fato
da sua andlise se passava na Aritmética, que € a base da
Mateméticacléssica

A tese do logicismo foi defendida nos Principia
Mathematica por WHITEHEAD e Bertrand RUSSELL, in-
fluenciado pelos “ Fundamentos da Aritmética’ de Gottlob
FREGE.

Paranoslocalizarmos no contelido dateselogicista,
nosreportemosadois pontos. Primeiro, paraWHITEHEAD
eRUSSEL L ostermos conjunto e par ordenado, assim como
asleisrelativasaeles, eramtidas como pertencentesaL 6gi-
ca e ndo como parte da Matemética. Hoje, naturalmente, a
visd0 j& é outra, mesmo por parte dos mateméticos. Em se-
gundo lugar, eai équeo ponto crucial, ologicismo partiada
origem logicada Aritmética, em contraste com outras con-
cepcoes sobre o conceito de nimero. Por exemplo, para os

normalistas os nUmeros eram idéias da nossa mente: algo
gue surge num instante, dura algum tempo e depois cessa.
N&o é pois uma entidade abstrata como a entendemos. Para
eles, entdo, ha tantos zeros diferentes quantas sdo as pes-
soas que tém idéia de zero.

Fregefaz criticaao que se pretende considerar sob
0 conceito de nimero. Este atague a uma nogao tida como
basica na Matemética indica uma desordem na sua base,
nos seus fundamentos. A aritmética, diz ele, sofre de uma
frouxiddo oriunda dos hindus. Enquanto a geometria de
Euclides é elaborada segundo definicBes e demonstracdes,
por vezes até de afirmacdes que ndo lhes seria exigida, a
aritmética se apodera de um objeto sem defini-lo. NUmero,
diz Frege, ndo € atributo de objeto, mas sim de um conceito.
“se designarmos por um cada um dos objetos a enumerar
erramos visto que coisas diferentes recebem o mesmo sinal.
Se provermos o 1 de tragos distintivos (17, 17,...) torna-se
inutilizavel pelaAritmética. A linguagem comum atribui por
vezes nimeros a conceitos como em “cinco homens” mas
também a objetos. 0 nimero de magas “parecendo querer
falar de objetos, quando na verdade quer-se enunciar algo
deconceito“. Umtrio dehomenséumainsténciado nimero
3e3éumainstanciade nimero. Mas o trio n&o € um nime-
ro. Umapluralidade ndo é umainstéancia de nimero mas de
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um ndmero determinado.

Finalmente conclui com a definicdo de
equinumérico, que éanogao de cardinal obtidacom bijectes.
Numer o ent8o seriaaextensdo do conceito de equinumeérico.
Da concepcdo logicista de nimero, decorre a construcéo
paulatina de outras instancias de nimeros (inteiros, racio-
nais, reais e complexos). O continuo € apresentado através
dos reais, sobre 0s quais repousa a Andlise.

A identificacdo das coordenadas tridimensionais
com ternos de nimerosreai s colocou a Geometriacomo de-
pendente da L égica, através da Geometria Analitica. Este
fato, conseqiiéncia do trabalho de Frege, acrescido da
aritmetizacéo da andlise, formaram aestratégiade Russell e
Whitehead paraformularem umatese que fundou achama-
daEscolaLogicista. A teselogicistaédequeaMatemética
€ redutivel a Logica, logo, hada mais é do que uma parte
dela. Estatese pode ser divididaem duas partes: 1) Os con-
ceitos da Matematica podem ser derivados dos conceitos
|6gicos através de definigcdes explicitas e 2) Os Teoremas
da Matematica podem ser derivados de axiomas|dgicosatra
vés de pura deducdo |6gica.

Os maiores problemas encontrados por Russell
ocorreram na Teoria dos Conjuntos. Para eliminar os para-
doxos, ele elaborou uma Teoria dos Tipos. Ao Tipo 0 per-
tencem os nomes dos objetos (individuos) do universo de
discurso: a, b, ¢ etc., ao Tipo 1, as propriedades destes
objetos: f(a), g(a), h(b) etc., ao Tipo 2, as propriedades das
propriedades destes objetos: F(f), G(f), H(g) etc.

O cédlculo dateoria dos tipos contém uma hierar-
quiaenumeravel deniveisde varidveise suas Unicasformu-
lasatbmicassdo: “...e —" e “...=—-". Naprimeiraférmula
€ exigido que osniveisdifiram por umaunidade. Assim, x
ey significaquesex édonivel nentdoy édo nivel n+1, isto
é X" e y™. Por outro lado, X' = y/ se, esO s, i =j. Assim,
podemos formar o conjunto dos reais positivos, mas néo
tem sentido enunciar: 0 conjunto de todos os conjuntos
pois estdo no mesmo nivel. Vemos que a antinomia de
RUSSEL L ndo maisocorre. Paraver quetambém ade Cantor
ndo é possivel neste calculo, considere entdo o conjunto U
detodos os conjuntos. Notando que cadaformulacéo é sub-
metidaaum nivel i, devemosrescreveristocomo  x' (xie U) e
destaforma, U deve pertencer ao nivel i+1. Pelo axiomade

compreensso, ondetomamos ¢ (X)) como sendox ' =X/, existe
umtal conjunto U'. O conjunto U*2 é apoténciado conjunto
Ui,

Outros pontos a serem contornados foram os axi-
omasdo infinito e o daescolha. Mas como observou Russell
eles s80 questionaveis por serem de existéncia. O primeiro
garante que dado um natural sempre ha um que lhe supera
em grandeza. O da escolha garante a existéncia de um con-
junto onde ndo se conhece a natureza dos seus €l ementos.
Quanto a isto, denotando por | e C, respectivamente, 0s
axiomas do infinito e o da escolha, Russell apresentou a
formulagdo axiomética: | = Sparaum teorema S que depen-
dessedo axiomadoinfinito (isto é Sévéaido seo axiomado
infinito o for), o mesmo se passando com respeito ao axioma
da escolha: C = S. Seu argumento foi o de que a Loégica
nao caberiaafirmar sobre aexisténcia categorica.

Outradificuldade dosformalistas ocorre nadefini-
¢do denumeroreal. Paraelesum nimero real éumaproprie-

dade de conjuntos deracionais. Por exemplo, /2 édefinido

como a classe de todos os racionais positivos cujo quadra-
do é maior que 2. Torna-se necessario entdo se referir aor-
dem dosreais que se esteja considerando: temos * a colecéo
detodos osreaisdetipo tal” ao invés de acolegéo de todos
0s reais. Mas ha outros inconvenientes na Teoria dos Ti-
pos:

Cardinais: ha o inconveniente de que cada um se
refere ao seu nivel correspondente.

Universo: cadanivel tem a suaclasse (quase) uni-
versal.

Classe vazia: também cadanivel temasua.

Complemento: € um (quase) complemento pois
ocorreem cadanivel.

Férmulassmétricas: asférmulasx e yey € x exis-
tem em separado mas ndo podemos compor a sentenca
(xe y)A(ye x)).

Sobre os reais, 0 corte envolve a formulacdo de
conjuntos de conjuntos.

H& seguidores ilustres do logicismo como
Wittgenstein, Carnap, Quine e hoje tenta-se no logicismo
contornar 0 uso de idéias mateméticas como iteracdo ere-
ducéo.

I ntuicionismo

A teseintuicionistaé baseada naconstrugdo daMateméticaapartir dos nimeros naturais considerados como uma
idéaintuitiva. Elaadmite que asérie dos naturais 1,2,3,... faz parte do senso comum e afirmaque a M atematicando € uma
teoria, um sistemade regras e afirmagdes, mas uma parte fundamental da atividade humana. Estaescolateve como maior
defensor o matemético holandés L. Brouwer, que liderou uma revisao rigida de conceitos como “existéncia’, “prova’ e
“ objeto matemético”.

O principal problemadafundamentacdo da M atemética erafazer uma ponte entre o discreto e o continuo, ou sgja,
entreaAritméticae aGeometria. Paraosintuicionistas, o discreto e o continuo seguiam lado alado e nenhum sefundamen-
tava sobre o outro.

O uso indiscriminado do infinito e da prova por absurdo motivaram os fundadores do intuicionismo a apresenta-
rem o que considerariam legitimo em Matematica. Um conjunto, por exemplo, sd devia ser considerado se cada elemento
pudesse ser construido passo a passo por umalei. O axioma da escolha ndo era, portanto, aceito na sua generalidade por
estaescola. Trata-se de um axiomade caréter existencial, mas que ndo fornece a construcao da selecéo.

A lei do terceiro excluido também néo era aceita pelosintuicionistas, salvo para conjuntosfinitos. Paraeles, uma
afirmacéo pode ter uma e s6 uma das trés possibilidades: verdadeira, falsa ou indecidivel. Por exemplo, considere as trés
afirmacBesaseguir:
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1) 2"+ 1 éum ndmero primo.

2) Existeumterno x,y ez denumerosnaturaistaisque x™2+ y™2=z"2,

3) Sep éprimo, existe um primo g maior quep.
A primeira sentenga pode ser verificada para cada nimero natural. Mesmo que o teste sgjalongo, o mesmo serafeito ea
afirmagdo paratal n serafalsaou verdadeira. Para a segunda, 0 mesmo néo ocorre pois dado um n teremos de verificar a
afirmagao para possivel mente infinitosternos. Aqui os intuicionistas consideram que o problemaéindecidivel poisnado ha
umaformade construcao dosternos. O infinito ndo € aquestéo Unicapoisem 3) temosinfinitos primos mas existeumaforma

efetivade construir o préximo primo. Neste caso o problemaédecidivel.
Uma questéo deve ser formulada aos intuicionistas: 0 que se manteria agora a curto prazo na Matemética se
forem usados somente processos que satisfazem as suas exigéncias?

Formalismo

Os formalistas consideram a Matemética como o
estudo dos sistemas de axiomas acrescidos de leis |gicas.
A Matemética, entdo, repousa na questdo fundamental da
consisténcia, ou sgja, no fato de que num sistema néo se
pode provar uma proposi¢ao e a0 mesmo tempo sua nega-
¢ao.

Apbs aaritmetizacdo da Andlise e dafundamenta-
¢cdo Aritmética feita por Frege e antecedida pela listagem
dos axiomas aritméticos de Peano (que caracterizou mas
ndo conceituou 0 nimero), restava apenas fundamentar a
Geometria. Esta era assentada na euclidiana, que continha
muitas falhas e imprecisdes. Com esta visdo, Hilbert
reestruturou a Geometria euclidiana mantendo a base
axiomética, pois observara que temos de partir de termos
ndo definidos, usando neste caso o ponto, a reta e o plano
como tais. Também destacou seis relagdes ndo definidas:
estar sobre, estar entre, congruéncia, continuidade e
paralelismo, transformando a Geometria euclidianade ins-
piracdo empiricanuma geometria derelacdes.

Levando ainda em conta as novas geometrias nao
euclidianas, ahiperbdlicae aéliptica, se posicionou sobrea
natureza da Matemética, fundando uma escola filosofica.
Hilbert propds a concepcado formalista da Matematica, ela-
borando seu programa, apés a publicacdo do seu
Grundlagen der Geometrie em 1899.

A Matemética formalista tem um ar de vazio, de
arbitrério, pois a existéncia e a verdade fisica ndo a envol-
vem. Os estudos neste sentido levam a comparar model os.
Por exempl o, o surgimento das geometrias Nao-Euclidianas
destruiu concepcdes arraigadas de que a Geometria
Euclidianaeraa Geometria do universo. Afinal, Newton a
usava na sua cosmologia (seu modelo fisico do universo).
Surgiram varios model 0s para as novas geometrias, como 0
de Poincaré paraageometria Hiperbolica. Os estudos com-
parativos, neste caso, mostraram que a Geometria Néo-
Euclidianaseriacons stente seaGeometriaEuclidianao fos-
se. Buscou-se aAritmética, tidacomo inquestionavel, para
estudar a consisténcia das geometrias. No entanto, o méto-
do comparativo de modelos ndo podia ser aplicado neste
caso, poisndo existiateoriamaissimplesnaqual se pudesse
construir um model o apropriado correspondente. Traduzin-
do o problema de provar a consisténcia da Aritmética para
umasituagao abstrata, Hilbert construiu model os através de
situacBes formais, criando a Teoria da Demonstracdo em
Grundlagen der Mathematik, livro que correspondeu ao
Principia Mathematica do |ogicismo. No entanto, ateseruiu
comaprovade Kurt GODEL deque o sistemadeHilbert ndo
era completo pois que nele havia afirmagdes indecidiveis
(isto &, afirmagdes que ndo se pode decidir se sdo falsas ou
se sdo verdadeiras), e aconsisténcia do sistema era uma
delas.

111. COMENTARIOS FINAIS

Podemos dizer que as escolas consideravam validas boa parte de técni cas abstratas da propriateoria dos conjun-
tos. Porém, divergem quanto aintensidade ou alegitimidade de algumas. Quando do surgimento dos paradoxos, ascriticas
a teoria dos conjuntos foram distintas. Brouwer declarou que aconcepgéo estava errada desde o inicio, que setransferiaa
manipulacdo de conceitos de objetos finitos para o infinito. Era o uso abusivo do infinito. JA Russell acreditava numa
reconstrucéo dateoria que pudesse eliminar o que considerava a origem de tudo: o circulo vicioso.

Como jafizemosreferéncia, o matemético pode subsistir num mundo hermético abstrato fazendo Matematicapela
Matematica. Neste sentido, ele faz uso exatamente de varias concepces criadas ao longo da sedimentagéo dos fundamen-
tos. Como Platéo, ele acredita numa evolugdo pela pratica racional e vive no mundo da idéias, que € um mundo sem
representacdo narealidade objetiva. A esta atitude de acreditar que os objetos matematicos existem e sdo palpaveis pela
mente, costumarse denominar de Platonista. Um platonista esté convencido de que para cada condicéo bem definidaexiste,
emgeral, um conjunto ou classe que compreende todas as entidades que a satisfazem. O cél culo usado € o chamado célculo
ideal eateoriados conjuntosenvolvida é ateoriaintuitivados conjuntos que constitui, segundo Hilbert, o paraiso criado
por Cantor. Simpatizantes do Platonismo, como Kurt GODEL , formulam pontos de vista sobre suas concepgdes quanto a
Matemética. Citemosum trecho:
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“Malgrado seu distanciamento da experiéncia dos sentidos, temos algo como que uma percepgdo também de objetos da
teoria dos conjuntos como se depreende do fato de que os axiomas seimp&em ands como verdadeiros. Nao vejo nenhuma
raz&o por que deveriamoster menos confianganeste tipo de percepgao, isto €, naintui ¢ao matematica, do que na percepcao
dos sentidos. Esses objetos podem também representar um aspecto da realidade objetiva’.

René THOM também é simpatizante destas idéias e num outro aspecto diz: “as formas mateméticas tém uma
existéncia que é independente da mente que as contempla. No entanto, a qual quer momento, 0s mateméti cos tém somente
umavisao incompl eta e fragmentaria deste mundo dasidéias’.

V &rios campos da fundamentagéo constituem hoje objeto de pesquisa nas mais variadas éreas, como a teoria da
prova de Hilbert. A teoria dos conjuntos é outro vasto campo de estudos. Praticamente todas as &reas da matematica se
beneficiam de resultados da teoria dos conjuntos e outras, como atopologiageral, delasurgiram. Embora ateoria quantica
tenha mostrado que “anatureza da saltos’ contrariando o conceito de continuum desenvolvido na Matemética, aelimina-
¢do purae simples do infinito naMatemética“iriaser uma perdaintelectua irrepardvel”, como se posicionou Hilbert. Na
verdade, o que comp0s asdivergénciasforam exigénciasem selidar com objetos* construidos”. No entanto, o uso dateoria
dos conjuntos “no cotidiano” da Mateméticacompreende a teoriaintuitiva dos conjuntos, onde “tudo € permitido”, desde
formar conjuntos arbitrariamente até lidar com aritméticatransfinitae conjuntosinacessiveis, universos, onde novamente o
quesepriorizaéaidéiaendo alegitimidade.

Grosso modo, a Filosofia da Matemética tem como sub-areas a existéncia de objetos matematicos e a verdade
Matematica. Nao podemos dizer que aMateméti ca esté em crise, mas suafundamentagéo aindaéincompl eta. Por exemplo,
nao ha uma teoria axiomatica dos conjuntos que sgja satisfatéria. Hadiversas em uso, a primeiratendo sido formulada por
Zermelo junto com Fraenkel, que praticamente todo matemati co usa. Num processo similar ao caso daGeometriaeuclidiana,
temos hoje a Teoria dos Conjuntos nao—cantoriana, onde n&o vale a hipttese do continuo. O método de apresentar tal
model o permitiu jautilizagdo em outras &reas de pesquisa, tornando-o ndo propriamente “legitimo”, mas“ eficiente”.

Esperamos poder tratar mais umavez deste tema e advertimos novamente o leitor que aFilosofiadaMateméticaé
um vasto campo, que continuaamargem do interesse da maioria dos mateméticos.
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