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Resumo: O texto apresenta um estudo inicial sobre Topalofgito

sob um ponto vista intuitivo e transdisciplinar,strando que varios
conceitos topolépicos fazem parte do cotidiano papuAlguns

problemas classicos e um pouco da histéria da Tagpal séo
apresentados, assim como sua ligagdo com outrasasaréo

conhecimento. Por fim, o texto apresenta algundlproas com o
intuito de despertar o interesse do leitor paragpdlogia Intuitiva.
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Abstract: This paper presents an initial study on Topologyelo
under an intuitive and transdisciplinar view, shagithat several

topological concepts are part of the daily popul@ome classic
problems and a little of Topology’s History is indluced, as well its
connection with other areas of knowledge. Finaltiljs paper

presents some problems in order to arouse the rsadderest for

Intuitive Topology.

Key words: Intuitive Topology, Topology’s History, Classicdan
elementary problems on Topology.

A. C. Esquincalha

1. INTRODUCAO

Do gregotopos— forma elogos —estudo, Topologia significa
"estudo das formas". Segundo COURANT e ROBBINS Q208
Topologia tem como objeto o estudo das propriedatediguras
geomeétricas que persistem mesmo quando as figacasubmetidas
a deformacg0es tao drasticas que todas as suaseplanes métricas e
projetivas sdo perdidas. Em outras palavras, pedeizer que a
Topologia é o ramo da Matematica que se dedicasamd@ das
influéncias mais profundas da nocéo de continuidadedo esta que
aparece com grande frequéncia em diversas outraas ada
Matematica, levando a Topologia a ser consideradeaim de seus
pilares. A Topologia tem suas raizes em aplicagéssnais diversas
areas, com muitos de seus resultados descobertosngio de
procedimentos intuitivos, que mais tarde foram flmados pelo
rigor matematico. A histdria mostra que grandesidsanatematicas
foram e sado construidas na tentativa de se sohlrciahgum
problema, e com a Topologia nédo foi diferente.

2. HISTORICO E ALGUNS CONCEITOS ELEMENTARES
EM TOPOLOGIA

O célebre problema das sete pontes de Konigsbelage da
antiga Prussia, hoje Kaliningrado e RdUssia, resmgoente, é
considerado como o problema que fomentou o0 surgoneia
Topologia.

Na parte central de Koénigsberg, o rio Pregel sadiem dois,
chamados de rio Pregel Velho, ao norte, e rio Pridgeo, ao sul,
dividindo a cidade em quatro porcdes de terra. Hgea essas
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porcdes de terra, foram instaladas sete pontes) ponfe ser visto na
figura 1. Os habitantes do local lancaram o desd#di se fazer um
passeio pela cidade atravessando as sete pordtasjroa, uma Unica
vez. Este problema ja havia se tornado célebrelgopeante quando
0 matematico suico Leonhard Euler, em 1736, petcepe o
problema ndo era de Geometria, COmo se pensavayemgue as
distancias envolvidas eram irrelevantes, mas imparta maneira
como as porcdes de terra estavam interligadas entrédssim,
nasceram a Topologia e a Teoria dos Grafos — Esglabeleceu um
grafd’, possivelmente o primeiro da histéria, represefiams
por¢cdes de terra e as pontes como vertices e grestpectivamente,
preocupando-se com a forma com que os vértices lggados, como
ja foi dito.
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Figura 1 — As sete pontes de Koénigsberg.

A partir do grafo, Euler percebeu que a uUnica nrande se
atravessar o caminho inteiro passando uma Unicamwegada ponte
(aresta) seria se houvesse no maximo dois vérdieesde saia um
namero impar de caminhos. De fato, para cada e&ttee haver um
namero par de caminhos, pois é necessario um carpaa entrar e

' Um grafo é uma figura constituida de um nimeritdfide arcos ou arestas, cujas
extremidades séo chamadas de ndés ou vértices.

125

A. C. Esquincalha

outro para sair. Os dois veértices com caminhos liespaferem-se ao
inicio e ao final do percurso, pois estes ndo pamcide um para
entrar e um para sair, respectivamente. Assim, rEcihegou a
conclusao de que, como foi configurado, o probleas sete pontes
de Konigsberg nao tinha solugéo, uma vez que tosegrtices estao
associados a um numero impar de caminhos, o que ped
verificado na figura abaixo, onde as por¢cbes deaatesdo
representadas por letras mailsculas e as pontéstqasr minusculas.

Figura 2 — O problema e seu grafo.

Apesar do surgimento das idéias em Topologia séruao a
Euler e ao problema das Pontes de Koénigsberg, quasséculo
antes o matematico francés René Descartes, pa @elt1639, ja
sabia que se um poliedro tem V vértices, F facAsaeestas, vale a
equagao V — A + F = 2, relacdo mais tarde conhecoi@o
Caracteristica de Euler, que publicou sua demayé&iream 1751.
Ainda no século XVIII outras contribuicbes a Togpéoforam feitas
pelo francés Augustin Louis Cauchy e pelo alemdoado Carl
Friedrich Gauss, que também perceberam propriedddeforma
mais abstratas do que as descritas pela Geometria.

Na histéria da Topologia, dois alunos de Gauss ¢é&trema
importancia, sao eles Johan Listing e August Mébilisting foi o
responsavel pela primeira aparicdo da palavra gl numa
publicacdo cientifica, num artigo denominadéorstudien zur
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Topologie que tratava sobre o estudo dos’nd& Mobius foi o
responsavel pela definicdo precisa do conceito rdesformacao
topolégica, que deu identidade a Topologia coma®enramo da
Matematica que estuda as propriedades das figueapermanecem
invariantes face a tais transformacoes.

Segundo DEVLIN (2004), uma transformacéo topologaama
transformacdo de uma figura numa outra de tal mearguie dois
quaisquer pontos que se encontram juntos na figurginal
permanecem juntos na figura transformada. Neste,texconceito
de superficie utilizado é o mesmo que em SAMPAIQ0E, onde
fica subentendido que superficie é um “ambientebngstrico
bidimensional, no sentido de que “habitantes” dio8 de uma
superficie se movem com apenas dois graus de ditherd

Idéias basicas da Topologia sdo tdo cotidianas dpsele a
infancia todos tém noc¢do de exterior, interiornfee tras, direita e
esquerda, por exemplo. Os dois graus de liberdatdelos no
paragrafo anterior referem-se a propriedade deugqueonto sobre
uma superficie pode mover-se “para frente-trasgrdpa direita-
esquerda”, mas ndo pode mover-se “para cima-baixo”.

A Topologia bidimensional é muitas vezes chamada de
“Geometria da Folha de Borracha”. Para explicae esigestivo
nome, costuma ser utilizado o mapa do metrd de fesndnglaterra.
O mapa foi desenhado em 1931, pelo desenhistatéeie@inry Beck,
e justifica claramente o apelido dado a Topologm duas
dimensdes. Comparando o mapa a realidade, pereetpgesescala,
direcbes e sentidos estdo errados, e que sO servames duas
caracteristicas: (1) se uma estacao é mostradars® au ao sul, do
Rio Tamisa, entdo é porque realmente esta ao mari@ sul, do Rio
Tamisa, e (2) a ordem das estacbes em cada liabastacbes onde
duas linhas quaisquer se cruzam, o que de fato,asadnicas
informacBes que interessam aos passageiros. Afigastia € a
seguinte, se este mapa do metrd fosse impresso Mmiivea de
borracha perfeitamente elastica, poderia ser dstieacomprimido de

Z Mais adiante sera visto que 0s nés apresentardgmtypoldgicos.
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modo com que cada detalhe ficasse correto, imglcarum mapa
geograficamente preciso.

DEVLIN (2004), sobre o surgimento da Topologiasraé que a
idéia era desenvolver uma Geometria que estudaspepriedades
das figuras que ndo sdo destruidas por deformagg@@snuas e,
portanto, ndo dependem de no¢cdes como linhas oétaslos, cubos
e assim por diante, ou de medidas de comprimerga, @olume ou
angulo.

De acordo com SAMPAIO (2004), define-se como togialale
uma superficie o conjunto de aspectos geométriessadsuperficie
gque nao se alteram quando a ela é aplicada qualgquear das
seguintes deformac&egl) esticar ou inflar a superficie, (2) encolher
a superficie ou partes dela, (3) entortar a superfiu partes dela, e
(4) cortar a superficie segundo uma linha suava demmarcada e,
posteriormente, colar novamente, uma na outragaab geradas por
esse recorte, resgatando a superficie originaladinha demarcada.
Quando duas superficies tém a mesma topologisged@ie elas sdo
topologicamente equivalentes, ou que sdo superfimeneomorfas.
O conjunto de aspectos geométricos que se altesamdq aplicada
alguma das deformacdes citadas acima é denomiremloegria da
superficie.

Algumas superficies sao definidas de modo absagtartir de
colagens estratégicas de pares de arestas desrggidgonais planas.
Isto significa que, apds a colagem, os ja citaddstantes ficticios e
bi-dimensionais dessa superficie, ao cruzar, pemgio, a aresta
superior, emergem para dentro da superficie poio rdai aresta
inferior. De modo analogo para as arestas da eda@eda direita. A
seguir sdo apresentados alguns exemplos dessasigepeassim
como seus diagramas planos.

O primeiro exemplo é o toro. Para sua construcédoegéo
poligonal plana que sera tomada como ponto dedpadto retangulo.
Para produzir o toro plano, colam-se as arestastapalo retangulo,

% Intuitivamente falando, de acordo com SAMPAIO (200
* Esté-se utilizando o termo aresta para represenéato de um poligono em 2-D.
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umas nas outras. O toro plano é representado podiagrama
retangular. As setas demarcadas no retangulo mdigee as arestas
com setas simples serdo coladas uma sobre a assia) como as
arestas de setas duplas. Apds a colagem, os quattices do
retangulo tornam-se um Unico ponto.

Figura 3 — Representacéo do toro em 2-D.

Na figura a seguir h4 a representacdo de um tarstreodo no
espaco tridimensional euclidiano, obtido por meas thstrucdes de
colagens dadas anteriormente e da aplicagdo demadsgu
transformacdes topoldgicas. Esta superficie € devamla toro
bidimensional ordinario. Ap6s a colagem, o retaogiésaparece,
uma vez que ao contrario do retangulo, a supedizitoro plano néo
tem bordo.

Figura 4 — Representac¢éo do toro em 3-D.

O segundo exemplo de superficies definidas absteatiz € a
garrafa de Klein plana, que é construida da seguiaineira: toma-se
como ponto de partida um retangulo, cola-se a argsperior na
inferior, como na construcdo do toro plano. Em mkgucola-se a
aresta esquerda na direita, apos a aplicacdo de“netoacdo” de
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180° numa das extremidades da faixa retangular.eguis a
representacédo plana da garrafa de Klein.

Figura 5 — Representacéo plana da Garrafa de Klein.

A figura 6 mostra a tentativa de se construir aggarde Klein no
espaco euclidiano tridimensional. No quinto esté&taoconstrucéo,
uma das extremidades do tubo cilindrico tem quegrdstravés” da
superficie, para que os pontos A, B, C possamaladas sobre os
pontos A’, B’ e C’, respectivamente. Como cortasuperficie, da
forma necessaria, ndo € uma transformacéo topaldgitnica saida
€ construir a garrafa a partir de uma peliculatdama”. Assim, a
superficie da garrafa passa através de si mesmmg, cemtudo, se
auto-interceptar.

Figura 6 — Construcéo da Garrafa de Klein em 3-D.
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Outro exemplo de superficie definida abstrataménte plano
projetivo, que pode ser representado por um diagalano circular,
de duas arestas curvilineas, como na figura 7.

Figura 7 — Uma representacédo do plano projetivo.

A regido circular plana pode ser imaginada como semi-
esfera achatada, ap6s uma aplicagéo topologica @ado do bordo
circular € colado no ponto diametralmente opostest&l caso, a
aresta curvilinea a esquerda é colada na arestdirees a direita,
apos a aplicacado de uma retorcdo de 180° num dsdatims. Esta
construgdo é impossivel de ser realizada no muedb Apds a
colagem, os dois pontos demarcados por A tornanmsgo ponto do
plano projetivo.

O proximo e possivelmente mais famoso exemplo gerigies
definidas abstratamente é a faixa de Mobius, gde ger construida
tomando uma faixa do retangulo utilizado para astagdo em 2-D
da garrafa de Klein, aplicando a ela uma “retorg®’180° e colando
as setas duplas, como pode ser visto na figura 8.

=2 X = S

Figura 8 — Construcdo da faixa de Mdbius.
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Ainda sobre a faixa de MObius, uma consideracacortapte
deve ser feita — se um simpatico quadrado for uabitante” da faixa
de Mobius, e resolver passear por ela até alcampaamente sua
posicao inicial, ele chegara a esta de “cabecaljzxa”, como visto
na figura 9. E por esta razao, diz-se que o campanoorrido pelo
quadrado € um caminho que inverte orientacéo.

Figura 9 — Passeio pela faixa de Mobius.

Superficies contendo um caminho fechado que ineer@tacao
sdo chamadas superficies ndo orientaveis. Par&manfque uma
superficie € ndo orientavel, basta verificar qaeceintém em si uma
faixa de Mobius. Superficies que ndo contém desittona faixa de
Mobius sdo chamadas superficies orientaveis. Aafgade Klein e o
plano projetivo sdo superficies ndo orientaveiguanto a esfera e o
toro bidimensional séo orientaveis.

Uma superficie € fechada quando ndo tem bordo, mesmo
tempo, pode ser subdivida em um ndmero finito d@ngulos.
Supde-se que um tridngulo numa superficie é umgapoda
superficie homeomorfa a uma regiao triangular plamaa colecéo
de tridngulos de uma superficie é chamada umagtiagdo da
superficie se obedecer as regras a seguir:

(1)Cada par de triangulos da cole¢ao tem em comumanessa
ou um veértice, ou nada tem em comum;

(2)Cada aresta de um desses triangulos é comum arexdéa
dois triangulos;

(3)Para cada par de pontos A e B da superficie, existe
triangulos A, ,..., A, com A na regido triangulaf;, e B na regido
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triangular A, tal que cada dois triangulos consecutivos desta

sequéncia tém uma aresta em comum. Esta condicantgajue a
superficie é conexa por caminhos, isto é, para dasgpontos A e B
da superficie, se pode ir de A até B por um camtrdgado em uma
faixa de triangulos.

Como exemplo de uma superficie ndo fechada tem{sarm
euclidiano, que apesar de nao ter bordo, ndo pardsubdividido em
um numero finito de triangulos. Um retangulo plaambém néo é
uma superficie fechada porque tem bordo. A esfetaro, a garrafa
de Klein e o plano projetivo sao superficies feelsad

As superficies fechadas, por serem reunido de uneraifinito
de triangulos, sdo denominadas superficies congdaigo, o termo
superficie fechada tem o mesmo significado querfiosmecompacta
e sem bordo.

Um resultado importante em Topologia garante quRagoas
superficies fechadas concebiveis, sdo construidasnpio de um
namero finito de somas conexas entre alguma(s)) dgistro
superficies basicas: a esfera, o toro, a garraf&lei@ e o plano
projetivo. Intuitivamente, a soma conexa € reahza seguinte
forma: considere duas superficies separadas A radB, proximas.
Em seguida, corte e remova uma pequena regiadasiae cada uma
das duas superficies. Assim, um pequeno bordolairsera criado
nas superficies A e B. Por fim, estique um poucduss superficies
para fora, puxando-as por seus bordos circulaaeentio com que os
dois bordos se aproximem e, finalmente, cole oddsocirculares um
no outro, obtendo a soma conexa de A e B.

A seguir um exemplo de soma conexa entre duasfaipgr um
bitoro®, & esquerda, e um toro, a direita.

® O bitoro é a superficie resultante da soma codedois toros.
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Figura 10 — Processo de soma conexa entre um bitagaim
toro.

Ainda sobre superficies definidas abstratamentaese

afirmar que,

(1) Toda superficie orientavel é, topologicamente, @sfara ou
um toro, ou uma soma conexa de dois ou mais toros;

(2) Toda superficie ndo orientavel é, topologicamemte,plano
projetivo, ou uma soma conexa de dois ou mais plangetivos;

(3)A garrafa de Klein é topologicamente, a soma comexedois
planos projetivos;

(4)A soma conexa de um toro e um plano projetivo é

topologicamente a soma conexa de uma garrafa da Eten um
plano projetivo.

As demonstracdes desses resultados fogem ao eskagte
trabalho.

Voltando um pouco a Historia, foi por meio da cimiticdo do
matematico aleméo Georg Friedrich Bernhard Riemaannicio do
século vinte, que utilizando superficies em seabathos sobre
Andlise Complexa, fomentou o estudo das propriesiani@oldgicas
das mesmas. Mais tarde, Henri Poincaré foi o respah pelo
surgimento da Topologia Algébrica, que tenta wtilizonceitos da
Algebra na classificacdo e no estudo das Supesfidée Riemann.
Outros dois ramos da Topologia séo a TopologialGaua se dedica
ao estudo da continuidade em espacos topoldgicas geeais, sem
nenhuma estrutura adicional, e a Teoria das Valesjaque se
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dedica ao estudo das variedades, que sdo genebalizadas
superficies.

Poincaré foi também o responsavel por um dos sé@abres
problemas, conhecidos como Problemas do Miléni@scsolucdes
sdo estimadas em um milhdo de ddlares. Em poucsisn@es
palavras, a conjectura de Poincaré afirma que gesmlgariedade
tridimensional fechada e com grupo fundamental ialrivé
homeomorfa a uma esfera tridimensional. Este pnadleenunciado
em 1904, permaneceu aberto por cerca de cem aroguat O
matematico russo Gregori Perelman conseguiu resmM8m fato
curioso sobre Perelman, é que este se recusolelerea Medalha
Fields, considerada como o Prémio Nobel da Matemati também
diz ndo ter interesse no prémio de um milhdo dards] oferecido
pelo Clay Mathematics Institute pela solucédo ddlenma.

Um outro conceito importante, € o de invariantgsol@gicos,
que sao as propriedades dos espacos topologicasiquereservadas
por qualquer homeomorfismo. Nesta secdo foram eptados,
superficialmente, alguns dos invariantes topoldgiaue sdo sete:
Compacidade, Conexidade, Conexidade por Arcos,caifstica de
Euler, Grupo Fundamental, Grupo de Homologia e Grule
Homotopia.

Segundo PINTO (2004), nas ultimas décadas, peshpuiesa
ligados a Matematica Aplicada perceberam a utibdda Topologia
para atacar certos tipos de problema, em partioslajue se referem
as equacgOes diferenciais néo lineares. Faz-seaiJopmblogia para
provar, de modo qualitativo, que certos tipos deaedes diferenciais
nao lineares admitem soluc¢des. Mais recentemeniepalogia tem
sido utilizada como fundamentacdo matematica pafeaia das
Super Cordas, a mais recente teoria dos fisico® solmatureza do
Universo.
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3. ASPECTOSTRANSDISCIPLINARES DA TOPOLOGIA

E comum pensar em trés grandes areas quando sa& @ens
Matematica, a saber, Matematica Pura, Matematiccada e
Educacdo Matematica, sempre lembradas como ar¢alsneate
disjuntas, o que ndo é bem verdade, ou ndo presgsa A
Topologia, como disciplina, figura nas grades dasharelados em
Matematica Pura, eventualmente nos cursos de Mtatenfplicada
e raramente nas licenciaturas. Infelizmente airddarttre os préprios
matematicos o sentimento de que ndo é possivehbusgides de
intersecdo entre a Matematica da Academia e a Nuaieanda
Escola. E claro que ndo cabe nas aulas de Ensindafental e
Médio estabelecer conceitos avancados de Geonigifieaencial,
Andlise Matematica ou Topologia, mas muitos dessggeitos e
suas aplicacbes podem ser visualizados nas coia&s simples e
cotidianas, e ter sensibilidade para perceberer fago disso em sua
pratica docente deve ser um desafio para todo gmwofede
Matematica.

Nesta secao tem-se a intencdo de mostrar por reaeiondponto
de vista transdisciplinar, algumas dessas maneotdianas de se
perceber conceitos topoldgicos, ainda que de madaitivo e
superficial, mas que podem servir como elementsgadadores na
curiosidade e no interesse do aluno por Matemakoéendem-se
como transdisciplinares, os tratamentos dados eedos, de modo
gue extrapolem suas “disciplinas de origem”, pespagdo tantas
outras e permitindo um multiplo olhar sobre um mesonceito.

Ladrilhagem, Eletricidade e Grafos

Quase todos conhecem o classico problema da quedrdd
circulo, e sabem da impossibilidade de sua solutiizando apenas
régua e compasso. No entanto, ha um outro probleata tdo
conhecido e bem mais recente, o problema da quaadrato
quadrado. De acordo com STEWART (2005), o probleowsiste
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em responder a seguinte pergunta: “é possivelhadiim quadrado
usando ladrilhos quadrados, todos os ladrilhos dmanhos
diferentes?”.

Em 1940, um grupo de matematicos que se dedicagatea
problema descobriu o primeiro quadrado quadricu{addadrilhado
com quadrados) simpfesPara encontrar tal solucéo, inicialmente os
estudos foram feitos no intento de quadricular atangulo, que foi
representado por meio de uma malha chamada diagtan@mith.
Neste diagrama, que remete facilmente as redegrajas, citadas
anteriormente, cada linha horizontal no retanguleadgiculado
corresponde a um no, e cada ladrilho corresponseaaaresta. Cada
aresta liga os dois nds correspondentes as linbig@ohtais que se
encontram no lado de cima e no lado de baixo ddlHad e é
rotulada com o tamanho desse ladrilho. A figuraaptesenta um
retangulo quadriculado com dez ladrilhos, conhecmoo retangulo
de Moron.

24 2z

23 25

Figura 11(a) — Retangulo de dez ladrilhos de Méron.

® Quadrado ladrilhado com quadrados e que ndo adngtéhum retangulo
quadriculado em sua composicao.
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\
W
Figura 11 (b) — Segmentos em linhas horizontais do
retangulo de Méron.

/

23 25

ZAINN

Figura 11(c) — Diagrama de Smith para o retangulo el
Méron.

O diagrama de Smith pode também ser interpretadm aom
circuito elétrico, onde cada aresta representaramede resisténcia
unitaria e os rétulos numéricos representam agm@s elétricas que
fluem pelos arames, de cima para baixo. Desta foondiagrama
representa um circuito elétrico onde valem as HeiKirchhoff (lei
dos arcos (arestas) e lei dos nos (vértices)). rBepedo de que os
diagramas de Smith estavam associados as Leisrdehkff, que ja
eram conhecidas na época, fez com que o tal greponaiematicos
fosse capaz de, a partir dos retangulos quadrigsiladdo que se
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sabia sobre circuitos elétricos, chegar a um gdadogadriculado
simples.

Brooks, um dos matematicos que estavam empenhadogsca
da solucdo do problema, encontrou um retangulo ropudaldo de
112x75 com 13 ladrilhos, e criou um quebra-cabecgas ele, que
logo em seguida foi resolvido por sua méae, mas rda maneira
diferente, ou seja, ela foi capaz de dispor os mest3 ladrilhos no
mesmo retangulo de 112x75, mas numa disposicacenite da de
Brooks, o que deixou o grupo abismado, uma vezisf@enunca
havia acontecido. Esta situacéo foi logo interpl@tde acordo com
os fundamentos das leis de Kirchhoff, em particudarlei que trata
do fluxo das correntes, que dizia que o fluxo deetde através do
circuito ndo era afetado se o diagrama fosse cintaitado em
determinados pontos que estivessem no potencialicelé Tais
pontos correspondiam a pontos de simetria no dieide Smith do
retangulo de Brooks.

A partir da percepcéo de que retangulos quadriosldé mesmo
tamanho poderiam ser ladrilhados de formas difeserd grupo de
matematicos experimentou alterar as configuracéediagramas de
Smith para alcancar seu objetivo. E ndo muito terdppois se
percebeu que tomando dois retangulos quadriculgoloderia se
obter um quadrado quadriculado, com a condicdo de os
retangulos nao tivessem ladrilhos de mesmo tamawainoe na figura
12. Algum tempo depois, em 1962, foi provado quemenor
quadrado quadriculado simples possivel é compast@pladrilhos.

retangulo 1

quadrado 4‘
extra
quadrado

extra

Figura 12 — Construcéo de um quadrado quadriculada
partir de dois retangulos

retangulo 2
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A Arte de Escher e sua Topologia Intuitiva

Das superficies definidas de modo abstrato, a f@x®dbius é,
talvez, a mais instigante, tanto que ha muito teragtbapolou os
limites da Matematica despertando o interessetddiesos de outras
areas do conhecimento humano, seja por sua belgsteca, por suas
implicacbes na formulacdo de teorias outras aceesp a emergente
teoria do Revirdo, do psicanalista e desenhistgileir@ Magno
Machado Dias, ou simplesmente por curiosidade.

A faixa de Mobius teve destaque na obra do renonaatista
grafico holandés Maurits Cornelis Escher, confoapeesentado na
figura 13, onde (a) trés faixas de Mobius apareeetrelacadas, e (b)
formigas andam continuamente pelos supostos ddas lda faixa,
sem perceber que caminham continuamente num mestooHEscher
foi apresentado a faixa por um amigo matematisg mspirou para
construir as gravuras a seguir.

Figura 13(a) — Mobius Strip I, 1961.

Figura 13(b) — Mobius Strip 11,1963.
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Escher foi primeiro valorizado pelos matematicogoealgum
tempo depois teve sua obra reconhecida pela ciadséca. Isto se
deu pela forma com que Escher construia suas ailagas e
litografias, com forte presenca de conceitos matieos explorando
construcbes aparentemente tridimensionais, mas@géo possiveis
no plano, como exemplificado na figura 14. E impessconstruir
uma fonte conforme a litografia de Escher no muedab

Figura 14 — Waterfall, 1961.

Escher valorizava em sua obra o preenchimento aegld plano,
exploragcdes do infinito e, metamorfoses, onde gpaie padroes
geomeétricos entrecruzados e as transformava gradotd em
formas completamente diferentes, como na figura dige a
pavimentacdo da origem aos passaros.
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Figura 15 — Day and Night, 1938.

Outra caracteristica da obra de Escher, € que @otpp das
figuras que utiliza é preservada quando estas sHorndadas
continuamente para construir outras figuras, comocaso dos
losangos para os passaros, na figura 15. O massgsante disso
tudo é que Escher nao tinha a menor idéia dos toageatematicos
que estavam por tras de sua arte, nunca foi um dono, e nem
mesmo conseguiu se diplomar no colégio, o que daixas

matematicos ainda mais fascinados por sua obra.

4. ALGUNS PROBLEMAS DE NATUREZA TOPOLOGICA

O intuito desta secdo € apresentar alguns probleptaianos,
de acordo com o apresentado por BORGES (2005)HESMER e
PEREIRA (2006) que envolvem conceitos topoldgichisio ha
intencdo de associa-los diretamente a conteuddmltedos na
Educacédo Basica, e nem de propor uma revolugcdoesanencom o
ensino de Topologia nos moldes do Ensino Supen@s sim,
mostrar que € possivel trata-la de modo intuitivoa vez que esta
presente em varias atividades cotidianas sem noremae ser
percebida. A maior parte dos problemas a seguie pedapresentada
como desafios, que certamente despertardo o iséedks alunos de
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qualquer série do Ensino Basico, principalmenteekgupara 0s
quais ndo ha solucdo, dado seu carater mais dangtigante e
intrigante. No caso dos problemas em que o entemdorde alguns
conceitos elementares sobre Topologia seja neaessaprofessor
deve introduzi-los e, entéo, propor os problemas.

Problema 1 Com massa de modelar, ou no papel mesmo,
verifique quais letras do alfabeto sdo topologicamequivalentes.
Justifique porque, por exemplo, D ndo é equivalaot&. Dé outros
exemplos de letras ndo equivalentes, justificarglo-o

Problema 2Trés casas vizinhas foram construidas recentement
e para que sejam habitadas, € necessario que dejtam as
instalaces de agua, energia elétrica e teleforosSivel que tais

instalagbes sejam feitas de modo com que as tuimdagao se
cruzem?

ﬂ'.A A QA
H W P
Figura 16 — llustracao do Problema 2.

Problema 3Sem levantar o lapis do papel e nem passar neais d
uma vez pela mesma linha, desenhe as figuras a.segu

AN ()

Figura 17
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Problema 4 Considere o0 mapa da América do Sul. Qual o
namero minimo de cores possivel para colori-lo @eloncom que
nenhum pais tenha a mesma cor que algum pais gudadia
fronteira?

Problema 5Sera possivel fazer um buraco numa folha de papel
oficio de modo que um homem possa passar por elePrésponder
tal pergunta, faca uma experiéncia: tome uma fdh@apel oficio,
dobre-a ao meio, e corte-o de acordo com as lidhafgura 18.
Agora desdobre a figura e responda a pergunta.

Figura 18

Por trds dos cinco problemas apresentados ha tosicei
topolégicos como grafos, idéia de exterior e ioterentre outras, e
como pode ser notado, sdo problemas elementaresa quenos de
alguns, nado demandam conhecimento formal de caosceit
matematicos para encontrar sua solucdo, ou percgigea mesma
nao existe.

5. CONSIDERACOES FINAIS

O intuito deste trabalho foi o de mostrar que sobponto de
vista intuitivo e transdisciplinar € possivel pér@eque conceitos de
areas da Matematica tidas como mais abstratas, éoma@aso da
Topologia, podem ser percebidos no cotidiano deggea tipo de
pessoa, € com isso, mostrar que a Matematica, bétanuma
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atividade humana. Um estudo mais aprofundado pomktrar com

mais detalhes a construcdo e o comportamento dasrfigies

definidas abstratamente quando a elas sdo aplitedagormacdes
topologicas, ressaltando as invariantes topologoqes ndo foram
apresentadas neste trabalho. Fica como uma sugpsat@ um

proximo trabalho a aplicacdo dos problemas apradestna secéao 4,
em salas de aula do Ensino Basico, para que samokvantar

dados estatisticos referentes ao comportamentoaldo®s diante
deles.
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