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Resumo Na Matematica a teoria das equacbes algébricadeé
relevancia indiscutivel. Assim, neste artigo, famemima exposicao
historica do problema da resolucdo de equacgdes baigés com
coeficientes reais (de grau 3), desde os antigdsldrdos passando
pelas civilizacbes grega, arabe e chinesa até amgs as
contribuicbes de alguns matematicos italianos copar, exemplo,
Gerdonimo Cardano, o brilhante mau-carater; Niccalé Brescia
(Tartaglia) o pobre menino autodidata e Rafael Belb o
destemido manipulador dos nimeros complexos. Caneembs que
na Grécia Classica, problemas de enunciados muitogles como,
a duplicacdo do cubo e a trisseccédo do anguloréicafamosos pela
impossibilidade de serem resolvidos usando ex@uosite a régua
nao-graduada e o compasso, e que ao longo dos gempem
particular no periodo helénico (compreendido erdrséculo Va.C.
e o0 século V d. C.), se tornaram uma fonte ricadéeas e processos
matematicos.
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Abstract: In mathematics the theory of algebraic equations af
great importance. So, in this article, it will b&éavn a historical
exposition of the resolution problem of algebraiguation with
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rational coefficients, since the ancient Babilongassing through
Greek, Arabic and Chinese civilizations up to tbetdbution of the
Italan mathematic, for example, Gerénimo Cardanr®e brilliant
bad-character; Niccolo of Brescia (Tartaglia) theqyr autodidactic
boy and Rafael Bombelli, the fearless manipuladércomplex
numbers. We will mention that in Classical Greeeery simple
problems statements, such as duplication of the cubtrisection of
the angle became famous by the impossibility afgoesolved using
exclusively no-graduated ruler and the compass, thiadl over time
and particulary in the helenic period (between firgh century a.C
and the fifth century d. C), to become a rich seuof ideas and
mathematical processes.

Keywords:Equations; Algebra; History.

1. INTRODUCAO

Uma das grandes preocupacdes da Algebra é corolag@s
das equacdes algébricas. E partindo disso, o teanfrat deste
trabalho é apresentar uma linha histérica de coram @esolvidas
algumas equacdes algébricas com coeficientes (daisgrau 3),
partindo desde a época dos antigos babildnios,apdss pelas
civilizagcbes grega, chinesa e arabe, isto é, ap@sesituados
historicamente os métodos de resolugcdo utilizadms atgumas
equacOes algébricas (de grau 3). E ainda, sob onme®snto de
vista, relatar que na Europa de 500 a 1600 os ndsit=m italianos
descobriram um método de resolucdo para equacdogsade3 que
exigia transformacdes prévias, e assim, obtiveram éxito uma
expressao que envolvia combinacdes finitas deaed{as chamadas
“formulas por meio de radicais”), que permitia cdde uma de suas
raizes.

Apesar de tudo, uma pergunta que surgiu naturaémemre
0S matematicos, foi: como eram resolvidas as e@sad® grau maior
que 3?
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Assim, para responder a essa pergunta, faremosbuena
retrospectiva historica. Dai, para as equacOesale 4 no livro do
matematico italiano, Gerénimo Cardano (1501-1576)nava
conhecida a solucdo de uma equacao quartica desda discipulo
Ludovico Ferrari (1522-1565).

E para as equactes de grau maior que 4?. Esta parguanta
gue esta longe de ser simples, tdo pouco simplespgtmaneceu
envolta em denso mistério por muitos anos. E, ensamiiéncia
disso, o matematico francés Jean Le Rond D’Alemizsrt 1746,
pensou ter demonstrado o seguinte teorema: “Todacéq algébrica

de grau n(nzl)admite pelo menos uma raiz complexa”. Esse

teorema, conhecido como teorema de D’Alembert ooretea

fundamental da Algebra, s6 foi demonstrado por KarGauss, em
1799, em sua tese de doutoramento. Com efeitop PRadfini (1765-

1822), em 1813, apresentou uma demonstracao dasibpgmlade de
se obter uma férmula resolutiva da equagdo de fralas tal

demonstracao apresentava lacunas.

Finalmente, o jovem matematico noruegués Niels iKMenr
Abel (1802-1829) provou, em 1821, a impossibilidagese obter
uma férmula que expressava as raizes de uma eqd@agfonto grau
por meio de radicais.

Ainda assim uma questdo permanecia: ja que as Gepae
grau= 5 ndo séo, de modo geral, resolluveis por radioaas, alguns
tipos o sdo, como ja se sabia bem antes de Absleccaracteriza
matematicamente estas Ultimas? A resposta a esganfz® seria
dada pelo matematico francés Evariste Galois (I&BP), em cuja
obra aparece delineado pela primeira vez o conagt@rupo,
inclusive com esse nome. Resumidamente, a idéi@aleis para
responder a essa pergunta foi associar a cada &xusg grupo
formado por permutacbes de suas raizes e condici@na
resolubilidade por radicais a uma propriedade dgegao. E, como

para toda equacao de grau4 o grupo de permutacdes que lhe é

associado goza dessa propriedade eXdraempre ha equacdes cujo
grupo nao se sujeita a essa propriedade, a quéstéesolubilidade
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por radicais estava por fim esclarecida. E essdicdo necessaria e
suficiente para saber quando uma equacao sejaivekpbr radicais
ficou conhecida como “grupo de Galois”.

Mas embora ndo existam formulas resolutivas deagéips
algébricas de grau maior que 4, existemn@godos numéricos—
como, por exemplo: o0 método de Newton-Raphson (169Que
permitem descobrir essas raizes, utilizando aliada® vez mais
indispensaveis, que sao as calculadoras prograsnaeei 0s
computadores.

Esse resultado, ou seja, a impossibilidade de tee sblucdes
para equagOes de grau maior ou igual a 5 por neeradicais, deve-
se a dois jovens, Niels Abel e Evariste Galois doem os
propulsores da Algebra Moderna, uma das mais hslgmas da
Matematica e uma das principais conquistas degs&iaino século
XIX.

2. UM PASSEIO PELA HISTORIA ...
Os babilénios

Ao nos referirmos a matematica babilonica, queredime o
tipo de matematica cultivada na antiga Mesopotamiagido entre
os rios Eufrates e Tigre, ou, grosseiramente, o&heje o Iraque.
Por volta de 4000 anos a.C., 0os sumerianos desemgol um
idioma escrito, que chamamescritura cuneiformeEm seguida, os
acadianos adquiriram e desenvolveram sua cultuoreyolta de
1800 a.C., chegou ao poder Hammurabi, da cidad®atel. E
comum chamar todas essas culturas de babilénicasrgdedlogos
nos tempos atuais tém obtido de suas escavac@es der500.000
tabuas de barro com escritura cuneiforme. Per@08edessas tdbuas
sdo de matematica, e estas tém sido traduzidas d620.

As tdbuas explicam como se resolviam equacdes apicas,
seja pelo método equivalente ao de substituicdoantidrmula
geral”, seja pelo método de completar quadradasocambém se
discutiam algumas cubicas (grau trés) e algumasadigdas (grau
quatro). Encontrou-se uma tabua babilénica questm@lém de uma
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tabua de quadrados e de cubos dos inteiros de @, tarBbém a

seqiiéncia de valores da€ + n®correspondente a esse intervalo. S&o

dados muitos problemas que levam a culbicas da forinax” =b,

0s quais sdo resolvidos usando-se a tabuanfen®. Para
exemplificar esse método, construiremos uma tabesas para de
1 a 14 e por meio desta tdbua, vamos resolver wirdegproblema
babilénico: “Somei o volume e o dobro de uma superfdo meu
cubo e obtive como resultado 3136. Encontre o congmto do

lado”.
Assim, chamando dex o comprimento do lado do cubo,

obtemos a seguinte equacgédo cubica+ 2x> = 3136. Veja a tabua
abaixo:

N1 n2| n® | n?+n®| (n®*+n?)+n?=3136
1] 1| 1 2 3
2| 4 | 8 12 16
3| 9 | 27 36 45
4 [ 16 | 64 80 96
5| 25 | 125 | 150 175
6 | 36 | 216 | 252 286
7 | 49 | 343 | 392 441
8 | 64 | 512 | 576 640
9 | 81| 729 | 810 891
10| 100] 1000] 1100 1200
11| 121 1331] 1452 1573
12 | 144 | 1728] 1872 2016
13| 169] 2197| 2366 2535
14| 196 | 2744] 2940 3136

Téabua 1 Determina a raiz procurau

Assim, observando a tabua de valoreqdle n®, uma raiz da
equaciox’® +2x* =3136 é n=x=14.
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NuUmeros negativos ndo existiam, portanto todosasulos
eram feitos somente com ndmeros positivos e, eméxisiisse a
subtracdo, ndo constam calculos do tipeb=c, onde b>a.
Podemos observar, em suma, que os babilénios erfatigéveis
construtores de tabuas, calculistas extremameb&sa

Atividade Proposta (Utilizando o método babilénico)
a) Problema babildnico cuja data é de aproximadanis3a6 a.C.

Xyz+ Xy = !
6

. ~ 2X
Resolver o sistema de equacles= 3

z=12x

Os gregos e os arabes

O envolvimento grego com as equacbes cubicas é
razoavelmente intenso. Assim, dentre os varios maieyeagregos
que se empenharam na busca da resolucdo de algguagbes de
grau 3, podemos citar Dionysodorus de Caunus (280d1©.) que
obteve uma solugéo para essas equacdes a paumaleonstrucao
geométrica envolvendo a intersecdo de uma paradbolama
hipérbole, método que também foi proposto pelo oareguimedes
(287-212 a.C.).

Na civilizacdo &rabe, a algebra de al-Khowarizmiesgnta
pouca originalidade.  Explicam-se as quatro a@i&s elementares
e resolvem-se equacles lineares e quadraticas, eéd#iasas
aritmeética e geometricamente. Além disso, apresentan@ém,
algumas questbes envolvendo mensuracdo geométriedgums
problemas de heranca.
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As melhores atribuicbes dadas pelos matematicos
muculmanos verificaram-se no campo da algebra geimaé E
dessas a mais importante se deve a Omar Khayyaa8-(1122),
com a resolucdo geométrica de algumas equacOesasubbeu
método era também baseado na intersecdo de cofficas
semicirculo e uma parabola). Iremos estudar o dnomnto feito por

Arquimedes. Portanto, considere as equagdéstb’x=cb’e
x? =by, onde as incognitas, y e as constantes,b e c pertencem
a 0. Com efeito, substituindo a 22 equacédo na 12, ricdorma

y= ob_ b. Note que, a 22 igualdade representa parabolae esta
X

dltima uma hipérbole Dai, tracando ambos os gréaficos sobre o
mesmo conjunto e coordenadas, a abscissa do pemtedsecao das
curvas sera uma raiz da equagéor b*x = cb®.

Para exemplificar, tome a equac&b+ 4x =16, que pode ser
reescrita na forma® + 2°x = 2° x4, Com efeito, verificamos que a
parabola e a hipérbole terdo as formas:

8
x*=2y e y=—-2.
X
(Ver Figura 1)

\ o

Fig. 1- A intersecdo entre as Conicas.

69

C. A. M. de Assis e C. M. M. de Oliveira

Conforme se vé, podemos afirmar que uma solugéo
correspondia ax =2. Devemos ficar muito impressionados de ver
quao habil deveria ter sido para fazer isto sembalos, sem
férmulas e sem ferramentas.

Atividade Proposta (Utilizando o método proposto por Arquimedes)
a) Determine uma raiz da equac#d+9x = 54.

Os chineses

Na China antiga um relato da histéria da matematicaeca
no periodo Shang, onde o mais importante dos teldavatematica
chineses antigos éKui-ch’ang Suan-shuou Nove capitulos sobre
a Arte da Matematicaque data do periodo Han, mas que muito
provavelmente contém material bem mais antigo. & sintese do
conhecimento matematico chinés antigo. Nele esttabelecidos os
tracos da matemética antiga da China: calculostades, com teoria
e pratica ligadas numa sequéncia de problemasadpbc O trabalho,
qgue € rico em conteudo, consta de 246 problemas sapicultura,
procedimentos em negaocios, engenharia, agrimensesalucao de
equacgOes e propriedades de triangulos retangudms d&das regras
de resolucdo, mas ndo ha demonstracfes no serggio. g

Um dos métodos mais antigos de aproximac¢ao dassredais
de uma equacéo é a regra conhecida cagola duorum falsorum
muitas vezes chamada digra da falsa posicdo dupl&sse método
aparece nosapitulos sobre a Arte da Matematiease espalhou pela
india e pela Arabia. De maneira abreviada, e emdomoderna, o
método é este: para resolver uma equatéx) =0, admite-se que,

em tal momento, dois valores “falsos” pafa x, e x,. Com efeito,
iremos calcularf (x;) e f(x,) de modo que, possuam 0 menor erro

possivel, isto €, estejam bem proximos de zerg. Dmterseccdo da
corda de extremidade$x, f(x,)) e (X, f(x,)) com eixo das
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abscissas, da uma aproximacg&pda raiz procurada (figura 2), ou
seja,

w = X F () =% f(X,)
° f(xl)_ f(Xz) '

O processo pode ser repetido com o par apropriadg ou
Xz Xs -

(%, f(x))

Xx2

(%, F(x,))

Fig. 2 — Determina a raiX, procurada.

Para exemplificar esse método, vamos calcular teceaira

casa decimal, a raiz d€ —36x+72=0 situada entre os valores
“falsos” 2 e 3.

Sua solucdo fica:

Para x,=2 = f(x)=2°-362+72=8 e x,=3 =

f(x,) =3°-363+72=-9. Entdo, a corda tem extremidadexs §)

e (3,-9). Assim, a aproximagao procurada é:

X _38-2(9 _42_ 2470. Note que, f (2470 esta bem

proximo de zero.
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Apds o declinio da matematica grega classica, &msica
da China tornou-se uma das mais criativas do muBdquanto a
Europa Ocidental atravessava o marasmo culturaBaira Idade
Média, a matematica chinesa crescia, produzindolteelos que a
Europa soé iria redescobrir muito mais tarde, deramti ap0s o
Renascimento.
Atividades Propostas(Utilizando a regra da falsa posicéo dupla)

a) Determine uma raiz da equacid+ 6x-15=0 situada entre os
valores “falsos” 1 e 2.

b) Encontre entre os valores “falsos” 1 e 2: “Algummaiio real
somado a 1 é exatamente igual a seu cubo?”.

As contribuigcbes dos matematicos italianos

Provavelmente o feito matemético mais extraordinéto
século XVI foi a descoberta, por mateméaticos itm&®m
(especialmente da Universidade de Bolonha), dac&olalgébrica
das equacbes cubica e quartica. Um deles, chameigmrg dal
Ferro (1465-1526), conseguiu resolver, quase nagoirdo século

XVI, a equacdox®+ px=q. Mas como era de costume na época,

nao publicou sua solucéo.

N&o demorou muito e outro matemético italiano, blicade
Brescia (1499-1557), conhecido por Tartaglia (devid sua
gagueira), em 1541, independentemente, também whagama
solucdo para as equacgOes cubicas. Na ltalia, Geool@ardano
(1501-1576), um intelectual extraordinério e pdéwée, mas a cujo
carater muitas ressalvas se faziam, cogitava aadtssa publicar um
livro de algebra, aproveitando algumas idéias soése o assunto.
Influente e insinuante como era, conseguiu atrartafjlia para uma
entrevista na qual, prometendo segredo e acendguinas possiveis
recompensas, acabou obtendo a solucdo desejada.

Para desespero de Tartaglia, quando o livro deaBardaiu
em 1545 com titulo de ARS MAGNA (arte maior), négurava a
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solucéo dex®+ px=(q, 0 que gerou uma polémica de mais de um
ano entre os dois. A regra de Cardano verbalmeata pesolver
x* + px =g que figura no ARS MAGNA é:

“Eleve ao cubo 1/3 do coeficiente da primeira poid@n Adicione o
quadrado da metade do nimero. Tome a raiz quadmttalo. Adicione e subtraia
a metade do numero, obtendo um bindmio e seu apdt@ubtraindo a raiz cubica
doapétemada raiz ctbica dbindmid, vocé obtém a incégnita procurada’.

) E exatamente esta regra que na literatura se chama
FORMULA DE CARDANO. Simbolicamente podemos escrivé-
como:

X:i/_g-'- q_2+p_3+i/_g_ q_2+p_3
2 4 27 2 4 27

Estudando os casos em gpee/ou q sdo negativos, chega-se
as raizes quadradas de numeros negativos. Assmaari@adescobriu
uma nova espécie de numeros que chamonudeeri ficti (que no
século XMI ficaram conhecidos comoumeros imaginarigspor
René Descartes).

Um exemplo muito interessante de Cardano é: “para

x® =8x+ 3 obtenho, segundo a férmula:

X:3J27+«/—5419+3J27—\/—5419,,
18 27 '

Mas, no entanto Cardano sabia que 3.

Entretanto, um outro algebrista italiano chamadda&a
Bombelli (cerca de 1526-1573) publicou um livro mlao

! Terminologia usada por Euclides no Livro X dos edatos.
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L’Algebra parte Maggiore dell’Arithmeticeem que descreve as
idéias de Cardano de forma didatica. E preciseemeeste livro onde
aparece pela primeira vez a necessidade explieitmtdoduzir os
“numeros imaginaridcse também uma primeira apresentacdo do
assunto. Ao aplicar a formula de Cardano no exendldo por

x® =15x+ 4, Bombelli obtém:

x=3/2++-121+32-+/-121,

onde de antemao podemos perceber diretamente guk é
uma solucdo desta equagdo. Bombelli decidiu trabalbmo se as
“raizes quadradas de numeros negativos fossem desrds
nameros”. Entdo, para obter o resultadle 4, parte do raciocinio

segundo o qual os numeréé‘z+\/—121 e VZ—\/—121 sejam do
tipo a++-b e a-+/-b, ou seja, a+v-b=32++-121 e
a-+-b=32-v-121. Dai, x=(a++-bJfa-v=b)=a’+b ().

Elevando ao cubo os nimeros abaixo, obtemos:

[a+v=b) =(a* - 3a0)+ (382 ~b)v=b ()

e

[a++b) = (a® +3ab)+ (322 +bNb (1)

Substituindo enfl) e em (l), temos:

[V2+\/T21j.(%2—\/—121j =3/4+121=5
(3 2—\/T21]3 =2+11/-1

a’+b=5
a®-3ab=2.
3a’-b=11
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Dai tira-se que a=2 e b=1. Logo,

X=2++-1+2-+4/-1=4. Percebendo claramente a importancia

deste achado, o proprio Bombelli diz:

“Era um pensamento louco, segundo o julgamento witos) e por muito
tempo eu também fui da mesma opinido. Tudo pasgmar-se mais em sofismas
do que na verdade”.

Ao realizar seus calculos, Bombelli criou as seggimegras
para se operar CORi—1:

(=)=
SN NE ﬂ(\/__l)zi\f_l
(o)) SV

Criou também a regra para a soma de dois numerdpalo

a+by-1:
[a+bv=1)+(c+dv=-1)=(a+c)+(o+dW-1.

Portanto, estavam lancadas as bases para o futuro

desenvolvimento ddeoria dos numeros complexddmbelli foi o
ultimo grande algebrista italiano da renascengajaeseu livro lido
amplamente em outras partes da Europa.

Hoje, podemos pensar em equacgbes cubicas como sendo

essencialmente todas do mesmo tipo e podendo sedagsolvidas
por um mesmo método. (BOYER, 2002, p. 194).

A demonstracdo da Férmula:

Seja K o0 corpo dos numeros reais e seja uma equagao

algébrica de grau 3 com coeficientes em &#£0 do tipo
ax +bx’ +cx+d =0 (I).
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Dai, substituindo, erfl), a relacdox = y + m e calculandam
de modo a anular o termo de 2° grau, temos,
a(y+m)®+b(y+m)®+c(y+m)+d =0,0u seja,

ay® + y?(b+3am) + y(3an? + 2om+c) +
(m*a+bn? +cm+d) =0.
Logo,b+3am=0 < m= —E.
3a

Portanto é suficiente estudar as equacdes doregeiu do

tipo

y® + py+q =0 (II).

Assim, para resolver a equacdbl), vamos supor que
y=A+B (III).
Elevando ao cubo os membros da igualdéd®), temos,
y® =(A+B)’, 0 que implica,y® = A® + B* + 3AB(A+B).
Comoy=A+B, temosy® = A’ + B* +3ABy ou
y* —3ABy-(A®+B%)=0 (IV).
Comparando a igualdadgH) com(lV), temos que,
p =-3AB
q=-(K+8)

Ou ainda,
3

ASB® = _0
27
A*+B’=-q

Portanto, se conseguirmos achar os numeos B, entdo
y = A+ B seraraiz da equagacd + py+q= .0
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Ora o problema de acha#’e B*conhecendo a sua soma e o

seu produto é, como sabemos um problema classesguesolve
3

com a equagéo do segundo g+ qw—% =

Assim utilizando a férmula de Bhaskara para resobsta

2 3
equacao, obtemos A’= —% + q? + 2 (bindmio) e
q_ |9, P
B?=-—"— [+, (apdétema e consequentemente,
2 4 27

y:A+B=:§/_H+ q_2+p_3+:§/_g_ q_2+p_3
2 4 27 2 4 27

Portanto,y, = A+ B, dada pela férmula acima, € uma raiz da
equacadoy® + py+q= 0

Conhecida a raizy, de (Il), é possivel fatorar o polindmio
y® + py+q, dividindo-o pory -y,, reduzindo, entdo, o problema de
determinar as outras duas raizegltlea resolucdo de uma equacao
de grau 2. Finalmente, obtém-se as trés raizgd)de;, =y, +m,
X =Y, tMEX; =Yy, +m.

Atividades Propostas(Utilizando a Formula de Cardano/ O
“Método” de Bombelli)

a) Um engenheiro projetou duas caixas-d’agua de mesinea:
uma em forma de cubo e a outra em forma de pgpgdeldo reto-
retangulo, com 6fde area de base. O volume da caixa em forma
de paralelepipedo reto-retangulo deve tef 4mmenos que o
volume da caixa cubica. Qual deve ser a medidagrdsta da
caixa cubica?
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b) Calcule as coordenadas dos pontos de intersecama(mpo real)
da pardbola de equacip=x*—- e da hipérbole de equacio

9
y=-—.
X

c) Resolva a equacdox®+6x=20 (Este exemplo estd no ARS
MAGNA).

3. Os DOIS PROBLEMAS FAMOSOS DA GEOMATRIA
GREGA

Na Grécia Classica, apareceram dois famosos prablafa
enunciados muito simples: duplicacdo do cube atrisseccdo do
angulg que cairam como uma verdadeira bomba em suaau#u
que mais tarde se transformariam para todos oognmgna grande
frustracdo, devido a impossibilidade de prova-laslusivamente
com o emprego de dois instrumentos: a régua ndo-graduada e o
compasso. O estudo destes dois problemas geonsétgce
desafiaram o poder inventivo de inUmeros matenmg&gcmtelectuais
durante mais de dois mil anos deu-se inicio noogderihelénico
(periodo compreendido entre o século VI a.C. ecalsé/ d.C.). Os
dois problemas séao:

I-Construcdo da aresta de um cubo cujo volume sejaboo do
volume de outro (duplicacdo do cubo);

Fig. 3 — A duplicacao do Cubo.
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[1-Divisdo de um angulo qualquer em 3 partes iguasséccdo do
angulo);

Fig. 4 — A trisseccao do angulo

Somente 20 séculos depois dos problemas terem sidos
propostos é que foi demonstrado que estas conefugdo
impossiveis de serem realizadas (usando os insttommicialmente
impostos), com o desenvolvimento da Aritmética,Adigebra e da
Analise durante o século XIX. O matematico franeésre Laurent
Wantzel (1814-1848) que era linglista e engenhagrqrestigiosa
Ecole Polytechnique, foi quem apresentou a impiisside da
duplicacdo do cube datrissec¢do do angulautilizandoo teorema
2 (auxiliar) a seguir. Assim, para abordar tais problemas,
utilizaremos os seguintes teoremas aludidos abaixo.

O leitor que estiver interessado em pesquisar agum
demonstracdo deverd consultar as referéncias dpiéfioas
(COURANT, 2000, p.163) e (GARBI, 1997, p. 179).

Teorema 1:Se um numero racionaZL, coma e b primos entre si,

€ raiz da equacdo polinomial de coeficientes ioir
c,X"+c X" +..+c,x*+cx+c, =0, entdoa serd um divisor de
C, €b um divisor dec, .
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Teorema 2 (auxiliar): A condicdo necessaria e suficiente para que
trés raizes de uma equacdo de grau 3, de coefeserdcionais,
sejam construtiveis por régua e compasso € que dmlas seja
racional.

|- A Duplicacéo do Cubo:

Se o0 cubo dado tiver uma aresta de comprimentarimseu
volume sera a unidade cubica; exige-se que encoosr@ arest
de um cubo com o dobro deste volume. A arastxigida, portanto
satisfara a seguinte equacéao cubica

x}=21=x*-2=0 ().
Suponhamos que a aresta procurada seja um numero

, . . , : . a
racional, isto €, a raiz da equag@#pseja um numero da formg,

a . . . ) -
ondeE € uma fracéao irredutivel. Peleorema 1,a sera um divisor

de -2 e b sera um divisor dé. Os possiveis valores desao: +1

e +t2 e 0os deb sado: +1. Logo temos as possibilidades:
+1 +1 -1 -1 +2 +2 -2 - .

ED —1—1—1—1—2—2—2—2 . Ou seja: § 1-1+2-2}.

b +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 +1

Mas nenhum destes nimeros é raiz, pois as igualddde2 =0,

(-1)°*-2=0, 2°-2=0 e (-2)’ -2=0 s&o todas falsas.

Portanto x> -2=0 n&o tem raizes racionais e a aresta
procurada ndo pode ser construida somente com B2goapasso,
peloteorema 2 (auxiliar).

lI- A Trisseccéo do Angulo:

Para a trisseccdo do angulo, o raciocinio € oistgse um
angulo € é construtivel por régua e compasso, entdo Seenos
cosd = ¢ também o é e reciprocamente. Por uma simples fardau
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. . 6 . :
trigonometria ocos§= z esta relacionado com oosd =¢ pela

cosfd=¢ = 4co§(§J - BCO{QJ .
3 3

Em outras palavras, o problema de trissectar alarg com
cosd = ¢ equivale a construir uma solucéo da equacéo cubica
47° -3z-¢ =0 (I).
Para mostrar que isto ndo pode ser feito em geaahos
considerar o caso particular par@=60°, de modo que

equacao

@ =cosb0’ = % A equacadl) torna-se entd8z® -6z—-1=0 (ll).
Suponhamos que comi=60°, z=c0s20° seja um numero

, a ... . : , . ~
racional da formaB, isto €, quez seja uma raiz racional da equacao

(1, onde% e uma fracao irredutivel. Assim, péémrema 1, a sera

um divisor de—-1 e b serd um divisor d8. Os possiveis valores de
a sao:. +t1 e os deb sédo: +1t2+4 e £8. Logo temos as
possibilidades:

+1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1

+4'-4'+4'-4'+8'-8'+8'-8
ou Seja:{J, l_ll,_llll_l,l,_l}_
2 24 48 8
Mas nenhum destes nameros sao raizes da eqgibBcéo
Portanto 8z° —6z-1=0 n&o tem raizes racionais e assim,
pelo teorema 2, z=co0s20° ndo pode ser construido com régua e
compasso.
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4. COMENTARIOS SOBRE AS ATIVIDADES PROPOSTAS

Utilizando o Método Babil6nico:

a) Vamos eliminax ey, e obter uma equacao cubica zrsto é:

z=12x = xzi
1

z
y=2 5 y__2'12_5
3 3 18
7 z z z z 7 vl z? 7
XyZ+Xy=— = 2—.—+—.—=— = + =—
6 12 18 1812 6 12.18 1218 6

Dividindo os denominadores p§t218), temos:

z2°+2° =736, logo z° + z° = 256.

Dai, pela tabua babilénica,= 6.

Utilizando o Método de Arquimedes:

a) A equacdo x*+9x=54 pode ser reescrita na forma

x®+3?x=3?x6. Dai, temos que a parabola e a hipérbole terdo as
formas:

Ou seja, conforme se V&, pela figura abaixo, urhacdo e
X=3.
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Fig. 5 — A intersecdo entre as Conicas.

Utilizando a Regra da falsa posicao dupla:

a) Sua solucao fica:
Para x =1 = f(x)=1"+61-15=-8 e x,=2 =
f(x,) =2°+62-15=5. Entéo, a corda tem extremidadds-8) e

(25). Assim, a aproximagao procurada
2(-8)-15 _-16-5_-21 .
= = = = 1615. Note que, f (1615 esta

°  -8-5 T que. f (4p19

bem préximo de zero.

b) Um tal nimero deve satisfazer a equaciie-l=x> ou,
equivalentementex® - x-1=0.

Para x =1 = f(x)=0-1-1=-1 e x,=2 =

f(x,) =2°-2-1=5. Entdo, a corda tem extremidadfs-1) e

(25). Assim, a aproximagao procurada
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_2(-1)-15_-2-5_

-7

— = 1166. Observe quef (1166) esta
T s~ & quef (1166)
bem préximo de zero.

Utilizando a Formula de Cardano/ O “Método” de Bomtzlli:

a) Indicando porx a medida dessa aresta, temos:

X a
Fig. 6 — As caixas d’agua.

Faz-se: A area da base do paralelepipedo igualha6 e
volume igual aV =abx=V =6x. O volume do cubo é igual a

V =x%. Assim o valor dex é a raiz da equacad + 4 = 6x, ou seja,
x®-6x+4=0, que é uma equacdo de grau 3 e é resolvida pela
Formula de Cardano:

2 3 2 3
X:i/_L a.,pP +i/_ﬂ_ a.,.p

2 Va4 27 2 \'a 27

em quep é o coeficiente d& (p=-6) e q € o termo independente
(q=4). Aplicando essa formula, obtemos:

x=3-2+J-4+3-2--4.

Iremos utilizar o “método” feito pelo matematicaliano
Rafael Bombelli. Isto é,
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[V—2+x/—_4)-[%/—2—\/:1]=%/mzz
(V-2-4=2) =242/

a’+b=2
a®-3ab=-2.
3a’-b=2

Dai tira-se quea=b=1. Logo, x=1+ J-1+1-+-1=2.
Dividindo x*> —6x+ 4 por x- 2, para descobrir as outras duas raizes,
obtemosx” +2x—2 (que é um polindémio de grau 2), logo as duas
raizes restantes sdo a da equagae2x—2=0, isto &,

_—2+4+8 _ -2+412 1443,

2 2
Ora, essas raizes nao fazem sentido para o prablEma
portanto, a aresta da caixa cubica deve medir 2 m.

~ 9 .
b) Este problema reduz—se a resolver a equadaes = —, ou seja,
X

x®-6x-9=0. Note que esta equagdo & de grau 3, e pode ser

resolvida pela mesma formula do problema anterior:

2

3 2 3
Jﬂ q_+£+3J_ﬂ_ ¢, 0
2 4 27 2 4 27

em quep =-6 e g=-9. Dai, temos que:

el G
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\/9 49 \/9 49
=3 —+4 |— 43|—— |—
2 Va4 V2 V2

21/9;7 +i/9;27 :\/§+§/i:2+1:3_

Dividindo x® -6x -9 por x -3, para descobrir as outras duas
raizes, obtemos® +3x+3 (que € um polindmio de grau 2), logo as
duas raizes restantes sdo a da equaca®3x+3=0, isto &,

Lo o3%4-3
2

. Ora, essas raizes nao fazem sentido para o prable

c) Na equacdo® +6x = 20, temos

x = 3/10+ /108 +3/10- 4108,

entdo utilizando o “método” feito pelo matematitaliano Rafael
Bombelli, fica

(%/10+ Jﬁs).(%/lo— \/108] =3/100-108 = -2
(3 10+ Jﬁjg =10+63

a’-b=-2
Por analogia, tiramos que® +3ab=10
3a°+b=6

Portanto,a=1eb=3.

Logo, x= (1+ \/§)+ (1—\/§): 2.
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Dividindo x®+6x-20 por x-2, obtemos x*+2x+10,
logo as duas raizes restantes s&o a da equdca@x+10=0, isto

é, x=-1+3J-1.

5. CONCLUSOES FINAIS

A humanidade levou milhares de anos para descabrir
solucdo da equacdo de 3° grau, mas um aspectesSsamte e
atraente para estudo e discussdo entre alunodesgores que vém
perdendo o significado e a sua potencialidadeaspecto historico.
Os processos de resolucdo da equacgédo de grau 8esgemlrolaram
um grande cenario notavel dentro da historia, rs#e@s ser
resgatadas, pois, 0S progressos matematicos qeeedatam a
solucéo, conseguiram chegar ao limite do conhedomertematico
da época.
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