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ESTUDO DOS DETERMINANTES

1. Introdugao

A noc¢do de determinante desempenha um papel importante na Matematica,
aparecendo em teoremas fundamentais como o Teorema da Fun¢do Inversa e o Teorema
de Mudanga de Varidveis para integrais multiplas.

O objetivo do nosso trabalho € estudar a teoria de determinantes através de um
texto que a apresente de modo rigoroso. Em nossa apresentagcdo, usamos fortemente o
conceito de permutacdes e algumas de suas propriedades. Poderiamos introduzir a
no¢do de determinante através das formas multilineares alternadas. Escolhemos, no
entanto, uma abordagem mais elementar, de modo a tornar o texto acessivel aos alunos
de Algebra Linear II, disciplina do curso de Matemitica da UFF onde o assunto é
tratado.

Nosso texto € dividido em trés partes. Na primeira, apresentamos uma
abordagem histérica. Na segunda, apresentamos o conceito de permutacdo e algumas
das suas propriedades. Na terceira parte, apresentamos o conceito de determinante e
provamos vdrios resultados a ele relacionados. Terminamos nosso trabalho
apresentando uma demonstracao para o famoso Teorema de Laplace. Este é o resultado
central da teoria de determinantes ji que, juntamente com as operacdes elementares
sobre as linhas de uma matriz, fornece um método pratico para o cdlculo de
determinantes.

Neste trabalho representamos por N o conjunto dos nimeros inteiros nao
negativos, por N* o conjunto dos nimeros inteiros positivos ¢ por R o conjunto dos
numeros reais. Se A e B sdo conjuntos com A < B, representamos por B-A o
complementar de A em B; ou seja, B-A denota o conjunto dos elementos de B que nao
estdo em A.

2. Notas Historicas

O estudo das matrizes e dos determinantes surgiu com o estudo de sistemas
lineares. Um dos registros mais antigos dos sistemas de equacdes lineares sdo as
tabuletas de argila dos babildnios que datam de 300 A. C.. Na China, entre 200 A. C. e
100 A. C., foi publicado o livro Nove Capitulos sobre a Arte Matemdtica. Neste texto,
assim como nas tabuletas da Babilonia, aparecem problemas envolvendo sistemas de
equacoes lineares. Vejamos um exemplo:

"Existem 3 tipos de milho. Trés pacotes do primeiro, dois do
segundo e um do terceiro somam 39 unidades de milho. Dois
pacotes do primeiro, trés pacotes do segundo e um do terceiro
somam 34 unidades. E um pacote do primeiro, dois do segundo
e trés do terceiro somam 26 unidades. Sabendo que os pacotes
de milho do mesmo tipo contem a mesma quantidade de
unidades, quantas unidades de milho contém um pacote de cada
tipo?"

Este seria um problema de solu¢do simples atualmente. Mas foi admirdvel o que
autor do livro, que até hoje tem o nome desconhecido, fez para a sua época. Ele colocou
em uma tabela os coeficientes do sistema da seguinte forma:
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1
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3
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3
2
1
26 34 39

Depois explicou passo a passo como fazer o processo andlogo ao que
conhecemos hoje como processo da eliminacdo de Gauss, chegando a seguinte tabela:

0 0 3

0 5 2

36 1 1
99 24 39

Por fim, encontrou quantas unidades do terceiro tipo de milho existem no
pacote. As unidades do primeiro e do segundo tipo sdo obtidas por substitui¢ao.

E conveniente observar que o processo da eliminacdo que apareceu no livro
citado anteriormente sé foi usado em 1809, pelo matemédtico alemao Gauss (1777-
1855), em um estudo feito entre 1803 e 1809 sobre a Orbita do asterdide Pallas; nele
aparece um sistema linear com 6 equagdes e 6 incdgnitas.

A idéia de determinante surgiu simultaneamente na Alemanha e no Japao.
Leibnitz (1649- 1716), em uma carta escrita para L'Hospital (1661-1704), sugeriu usar
combinacdes dos coeficientes para resolver sistemas de equacgdes lineares e, além disso,
encontrou uma maneira de indexar tais coeficientes com numeros. No mesmo ano, no
Japdo, o matemdtico Seki Kowa (1642-1708) escreveu um livro apresentando sistemas
lineares sob a forma matricial, como ja tinha aparecido na matemaética chinesa. Seki foi
0 primeiro matematico a calcular determinantes. Em seu livro ele apresentou varios
exemplos, mas nao mostrou algo que fosse valido em casos gerais.

O matematico escoc€s Maclaurin (1698-1746) também comparece na historia
dos determinantes. Em 1730, Maclaurin escreveu um livro chamado Um tratado sobre
Algebra, que s6 foi publicado em 1748, dois anos apés a sua morte. Neste livro,
Maclaurin apresenta o que chamou de "teorema geral" para eliminagao de incognitas de
um sistema linear, faz a demonstracdo para matrizes de ordem 2 e 3 e explica como
fazer a demonstracdo para matrizes de ordem 4. Maclaurin, porém, nio comenta se o
resultado pode ser generalizado para matrizes de ordem n > 4.

O "teorema geral de Maclaurin" é conhecido hoje como regra de Cramer, pois
foi o matematico suico Cramer (1704-1752) quem publicou o resultado para matrizes de
ordem n, no apéndice do seu livro Introdugdo a Andlise de Curvas Algébricas, de 1750.
E interessante observar que a demonstracdo da regra nio constava do livro de Cramer.
O valor das incOgnitas encontradas pela regra de Cramer eram fragdes, onde no
numerador e no denominador apareciam certas combinagdes dos coeficientes do sistema
linear. Hoje sabemos que essas combinagdes sao determinantes.

O termo "determinante" sé foi introduzido em 1801, por Gauss.

Cauchy (1789-1857), matemético francés, fez um dos melhores trabalhos sobre
determinantes. Em 1812, provou o teorema do produto de determinantes em seu longo
tratado sobre o assunto. Cauchy usou permutagdes em seu texto e esta serd também a
abordagem utilizada no decorrer deste trabalho.

Foi na primeira contribuicdo inglesa a teoria de determinantes, feita por Cayley
(1821-1895) em 1841, onde apareceram as duas barras verticais para indicar
determinantes. Em alguns momentos neste texto usaremos essa notacao.
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3. Permutagdes
Se n € N*. Seja J, = {1, 2, ..., n}. Uma permutacdo de J, é uma aplicacao o: J,

— J,. que é bijetora. Denotamos por S, o conjunto de todas as permutacdes de J,. E
facil verificar que S, tem n! elementos. Usualmente denotamos um elemento o de S,

por
[ 2 e b
all) al2) - an)

[ 2 3
2 31

representa a permutacdio o de J3 definida por o (1)=2, 0 (2)=3 e c 3)=1. A
permutagcdo o de J, tal que o (j)=j para todo 1 < j < n é chamada de permutagcdo
identidade e denotada por id.

Assim, por exemplo,

Se o0 e T pertencem ao conjunto S, , entdo podemos formar a aplicacdo

composta 00 T que também pertence a S, . Por simplicidade escreveremos o T.

Seja 0 € S,. A permutagdo inversa de o, denotada por o, é a aplicacdo o
Jo—>J, talque o "o =00 ' =id.

Seja n = 2. Uma permutacdo o€ S, € chamada de uma transposicdo se existem
elementos distintos a; € a, em J, tais que o (a;)= az, 0 (az)=a; e o(j)=j paratodo j €
Jn - {ai,a2}. Em outras palavras, uma transposi¢ao € uma permutacdo de J, que troca
dois nimeros um pelo outro enquanto os demais permanecem fixos. Por exemplo,

1 2 3 4 5

321 145
€ uma transposicao.
E fécil verificar que a transposicdo inversa de uma transposi¢cdo ¢ também uma
transposic¢ao.

Proposicao 1. Toda permutagcdo de J, ,n =2, pode ser escrita como uma composicao
de transposigdes.

Demonstracdo. A demonstracdo serd feita por indugdo sobre n. Para n = 2 temos
apenas duas permutagdes. Sdo elas a permutagdo identidade e a permutacdo o de J, tal
que c(1)=2e o(2) = 1. Como o ¢ uma transposicdo e id=0o; temos o resultado para
n=2. Consideremos agora n = 3. Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira paran - 1.

Seja o € S,. Suponhamos que o (n)=k. Seja T a transposicao tal que T (k)=n e T (n)=k.
Temos entdo que a permutagdo T o ¢é tal que T (o (n))= T (k)=n. Assim To deixa n fixo.
Podemos entdo considerar que To € S,.;. Por hipétese de inducdo, existem
transposicoes T, Ta, T3, ..., Ty de J, tais que Tj(n)=n paratodo 1 <j<se To=TTs... T,

-1 . L o~
Como T € uma transposicdo, temos que o pode ser expressa como uma composicao de
transposicdes, como
desejdvamos demonstrar.
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Seja o € S,. Denotamos por P * o conjunto dos pares (i, j)com 1 < i <j< n
tais que o (i) < o (j) e denotamos por P ~ o conjunto dos pares (i,j)com 1 < i <j< n
tais que o (1) > o0 (j). Seja m o nimero de pares pertencentes a P ~. Este nimero m é
chamado de niimero de inversoes de ©.
Por exemplo, considere a seguinte permutacao de Js:

1 2 3 45
1 3 2 5 4

Temos que o nimero de inversdes da permutacdo acima € 2. J4 a permutacado de Js dada
por

tem 3 inversoes.

Seja o € S,. Definimos o sinal de o, e denotamos por € (o), o nimero (-1)",
onde m é o ndmero de inversdes de o.

Por exemplo, os sinais das duas permutacdes apresentadas anteriormente sdo 1 e
-1, respectivamente.

Proposicao 2.
i) Se oe o' sdo permutagdes de J,, entdo & o0 ')= £(0)E(0).
ii) Se T € uma transposicao, entdo £ (T)=-1.

Demonstracao. i) Seja o € §,,. Considere P={(i,j), 1 < 1<j< n}. E facil verificar
que PA NP =T equeP =P+ UP ;ouseja que {P+,P " } é uma particio de P.
Definamos a fungdo @: (i,j) € P — @[(1.,j)] por
P (a(i),a(j)) se [(i,]) & Pt
Pl 5)] { (a(j),o(i)) s (i,j)e P

Claramente @ € injetiva. Mostraremos que ¢ é sobrejetiva. Da defini¢do de ¢ temos
que @ (P) < P. Para vermos que P < @(P), tome (k, 1) € P com k < 1. Como ¢ € uma
bijecao, existem tnicos i e j em J, tais que o (i)=k e 0(j)=1.Ora,se 1 £ i <j< n,

entdo (1, j) € P~ < P, jadque o(i)=k < o(j)=I. Assim, existe (i, j) € P tal que @(1, j)] =
(k, I).

Seja T uma permutacdo qualquer de J,. Consideremos a seguinte expressao:

A, = [T [rlaG)) —rlati)].
(iji=pP

Como {P+,P "} € uma particao de P, temos que:

A, T(o(g)) — T{olt}] Tio(J)) —Tio(i))
J J

(@j)=pP* (ig)=P~
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(—1m H |T[U[_j] ) — Tl:'cr[.i]']| H |T|:o'['§.:|'] — T[U[j]”,
(ij)=pP+ (i.j)=P-

onde m é o ndmero de pares em P™.
Sendo a func¢do @ bijetiva, podemos reescrever o produto anterior da seguinte
forma:

_\O- (—1)m H |’,."|.!II :I—TI}JI\.' I|

(kd)eP

Como &0 ) = (-1)" obtemos:

Ay = €la) H [T(1)-T(E)|. i)
(k=P

Seja o' uma permutacdo de J,. Por (1) temos que

H |]'t[.:]"f['a["j V- ide’ (e (d) ':|| ela’o) H |]'tl|f_j'] - idii ']| ela’a) H (j-1). (2

(i,j)=P (iji=P {igi=pP
Por outro lado, por (1) também temos que

H lida' (e (7)) - ida’(a(i))| = elo) H lid(a' (7)) - id{a'{i))|= e(aie(a’) H [(id(7) - ic({i)]

(i,j)=P (ij)=P (#.j)=P
elaelo’) H ij-i). (3
(i,ji=P

De (2) e (3) obtemos que & o0 ')= £(0)e(0"), provando assim i).

Para provar ii), tome T uma transposicdo. Como existe apenas um par (o, ) com

I<a<B<n tal que T(a) =P e T(P) = o, temos que todos os pares que estdo em P~
sdo da forma:

Assim P 7 tem 2f3 - 2a - 1 pares, o que nos mostra que m é impar e entéo, & 0 )
= (-1)" = -1, como queriamos demonstrar.
Corolario 3. Se escrevermos uma permutacio o € S, como um produto de

transposicoes,
o="TT...T, entdor € par se £(0)=1eréimpar se £(0) =-1.

Demonstracao. Pela Proposicdo 2 temos que £(0) = €(T1T2...T;) = £(Ty) €(T2)... £(Ty)
= (-1)". Portanto, se £(0) = 1 temos que r € par e se £(0) = -1 temos que r é impar,
como desejavamos demonstrar.

Corolario 4. Se o € S,, entio (o) =e(c ).

Demonstracdo. Temos que 1 = £(id) = £(0 ' 0) = £(c " )e (o), pela proposicio 2 i).
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Dai € (o '1) =e(o)=1oue(o '1) = £ (o) = -1, provando assim o corolério 4.

4. Determinantes

Seja A=(a;)) uma matriz quadrada de ordem n. O determinante da matriz A,
denotado por
det A, é o nimero real dado por

det A ZElﬁJ'ﬁlﬂla(ljfiza(z]mflm(n]r
TS,

Vejamos como calcular o determinante de uma matriz A de ordem n, com n < 3.

Para n = 1 temos a matriz A = [a;;] . Existe somente a permutacdo identidade
em S;. Portanto teremos det A = £ (id)aiiq1) = ani.
Em S, existem 2 permutagdes, a permutacdo identidade e o-.como abaixo.

|
2 1
ap an

Dai, o determinante de uma matriz A de ordem 2, A =| ay; ax, | ,€ calculado da seguinte
maneira:

[

ap) app a3
Ja para calcular o determinante de uma matriz A de ordem 3, A = | a; a» ax |,
as) aszp ass

teremos um pouco mais de trabalho, um vez que S3 possui 6 permutacdes. Sao elas:

| 2 3 1 2 3 1 2 3 [ 2 3 1 2 3 1
| 2 3 1 3 2 21 3 23 1 31 2 3
que denotamos por id, 01, 03, 03, 01 € Os respectivamente. Note que id, 03 e 03 possuem
um nuimero par de inversdes, enquanto que 0j, 0; € Os possuem um nimero impar de
inversoes.

Logo calculamos o determinante de A da seguinte forma:
det A = elid)aya) @)@y - €010, (1)020, (2)030,(3) T € 02)@105(1)0205(2)0305(3) |

| S
—

€03 )01} 0204(2)0305(3) + €104 )015,(1)020,(2)0804(3) + ELO5 )01y (1) W0y (2)A30= (3)
ou seja,

det A 111 altag - (1109303 - (12031033 | Q1202303] |+ Q1309032 - Q13033031 (11009033
190oaity] | filgﬂglﬂgg]— I:E'I-“(lggf.{:gg b ayofiatay -+ G3dooa) ).

Calcular o determinante de uma matriz de ordem n > 4 diretamente pela definicao se
torna muito trabalhoso, porque aparecerd um somatério com n! parcelas. Assim,
veremos a seguir, vdrias propriedades que facilitardo o cdlculo do determinante de uma
matriz.
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Proposicao 5. Se 1 é a matriz identidade de ordem n, entdo det [ = 1.

Demonstracao. Sabemos que as entradas de I = (a;) sdo a;;=0, se i e aj=1se1=].
Assim € (0)ais1)d20 (2)---0no () Serd diferente de zero se e somente se o € a permutagido
identidade. Portanto temos que det I = & (id)ajjax ...a,, = 1, provando o que
desejdvamos.

Proposicao 6. O determinante de uma matriz A=(a;j) é sempre igual ao determinante de
sua
matriz transposta A’ = (b;)).

Demonstracio. Para provar que det A = det A’, observemos que, fixada o € S, para
cada j € Jy.existe um tnico i € J, tal que j=0 (1), donde i:O"l(j). Logo bisb26@)--bno
()=

bo 1)1 bo -12)2--- bo -1ms J& que a multiplicacdo em R € comutativa. Portanto, pelo
Corolario 4, segue que

detA E'.U.||’lo-|;'1]|’20-{2]---‘3110'(11:] ZE'.G-.'bo----l[ljlba"'11:2)2---'50' “l{n)n

o= 8n a=Sn

PR 1y
E ELT )0 g—1(1) Q27 -1(2) - Ong —1(n) E ELT 7 g—1{1) 02— 1{2) ... Opg—1{n)
T=Sp aT=Sy

E el -:lﬂlf_.-,-.-"l)({-gtr.[g;,. lpin) detA,

WSy

como desejdvamos mostrar.

Pela Proposicdo 6, segue que os trés resultados a seguir sao também validos se
nés considerarmos as linhas de uma matriz.

Em alguns momentos serd conveniente pensar no determinante de uma matriz A
como uma funcdo dos vetores-coluna de A. Se xi,xp,..., X, s@0 as colunas de A,
escrevemos det A = det(x;,xp,..., x,), desta forma podemos ver o determinante como uma
funcdo de R" em R.

Teorema 7. O determinante de uma matriz € uma funcado linear de cada um dos seus
vetores-coluna quando os outros estdo fixos.

Demonstracio. Sejam A = (a;)) € B = (b;;) duas matrizes quadradas de ordem n. Sejam A
e

k ndmeros reais. Seja C = (c;) onde ¢;j =4 a;1 + k by paratodoi, l <i<necj=a;+b;
para todos i,j com 1 <i<ne 2 <j<n. Provaremos que det C = A det A + k det B. Por
defini¢ao

temos que

det C E E(T )C15(1)C20(2)- - Cro(n)-
a=Sn
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Para c;ada 1 €1 < n, defina Sin ={o e S, : o(i) = 1}.Claramente a familia _dos
conjuntos (S '1) 1 <i<n € uma parti¢do de S,. Fixe 1 <i<n. Note que paracada oce S, ,

EI:U]CIO'I.I)CZO'I:TI Cig (i) -Cno(n)
el Ir_”lgu 1C2a(2) - )\ﬂw.?) -Cna(n) Fela IClg(l 1C2a(2) - lxbw,?) -Cna(n)
/\EI,G',Iﬂlo-(l’,ago-,\g),,‘HIJ.\EJ.,..(IM(”) | ]\EI,O',IE?IO-,‘I bgo- J,.,bw(;’..,bno—.:n:,.

pela defini¢do da matriz C. Logo:

n
det C E E':.O—-]Clr;rl:l:lc};r(?)---Cncn:n:l E ({ E C’lg(l:.f’gg(gz...,Cng,:n:,:l

Te Sy i=l o St
n
E |‘}‘ E alcrlil)a'Ecr(E}---a'nr;r(nl: E “‘ E bl-:rl:llb"’m? IE]m:rlnl |
i=l =8, i=l =5}
Al E alo’(l)ﬂ"zal:Q}r--am(n)j F ko E bla(l}bEJ(Q)~-rbncr|:n:| )
T=Sy =Sy

Adet A+ k det B.

A demonstracao acima mostra a linearidade da funcao determinante em relacao
a primeira coluna. Como a linearidade em relacdo as demais colunas € tratada de modo
andlogo, sua demonstragdo fica a cargo do leitor.

Teorema 8. Se a matriz B= (bij) é obtida da matriz A=(aij) pela troca de duas colunas,
entdo det B = - det A.

Demonstracdo. Seja T a transposicdo que troca entre si os dois numeros

correspondentes as duas colunas de A que sdo trocadas entre si. Assim bij = ai; (j) para
todo 1 <1, j < n. Portanto, para qualquer permutacio o € S,,

lbl-:rli 1)520(2} ---bncrl:n) (o (1)) Q27 (2 (2)) - Dnr(o(n))

det B Z E':.G-:'blo'(l}me:E)-”bna(n) Z El:.G’.:lalTl:O’l:l:l)a'ZTI:O'l:EZI)'*'anTI:O'l:n):l'
geSy ac Sy
Pela Proposicdo 2, £(To) = £€(T) = €(0) = -£(0); ou seja, £(0) =-£(To). Portanto:
det B - Z EI:TJ']a11—(0.:1):,(.!-2»,-,;'0(2:,),..anq-,:g(n):..

o=5n

Mas como o percorre todos os elementos de Sn, To também percorre todos 0s
elementos de S,. Logo, det B = - det A.

Corolario 9. Se A=(aij) possui duas colunas iguais entao det A = 0.
Demonstracao. Seja B=(b;j) a matriz obtida de A trocando de posi¢do as duas colunas

iguais e mantendo as demais fixas. Pelo Teorema 8 temos que det B = - det A. Mas A =
B. Assim, det A = - det A. Logo det A =0, como desejdvamos mostrar.
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Teorema 10. Se A=(a;j) e B=(b;;) sdo matrizes quadradas de ordem n, entdo det BA =
det B det A.

Demonstracao. Sejam x;,x»,..., x, as colunas de A. Defina Ag(x,x2,..., X,) = AgA = det

BA. As colunas da matriz BA s3o os vetores B,i, Bys,..., By,. Assim Ag (x1,%2,..., x,) =
det(B,1, B.2,...,B.,). Pelo Teorema 7 temos que

Repetindo este processo com xy,..., X, temos que

ApA = 3041049 .0:, 0 AB(€5,, €iyynnBi, ). (4)
sendo a soma relativa a todas as n-uplas ordenadas (iy, i,...,i,) em que 1 <ir <n.
Pelo Teorema 8 e o Coroldrio 9 segue que

Apley. €y iy )= Uiy, da.dp ) Agley, eg. ey ). onde iy, o ip ) — 1. Oon-1. (5)
Como BI = B temos também que

Apgler. eg..... 6, = det B. (6)
Portanto, substituindo (5) e (6) em (4), obtemos

det BA = AgA = {3 a5 05,004,001, t2,....0, ) pdet B, (7)
fazendo B = I em (7) obtemos, pela Proposicao 5, que

det A = det TA = {> a1 105,005 0111, To..in ) } (8)

Finalmente, substituindo (8) em (7) concluimos que det BA = det B det A.

Corolario 11. Seja A uma matriz de ordem n. Se A € invertivel entdo det A #0, além
disso,

se B=A"¢ a suainversa entdo det B = /dera .

Demonstracao. Sabemos que A.B = I. Assim pelo Teorema 10 temos que 1 = det I =
det AB=det A.detB. Logodet A#0edetB = Y dera , como desejdvamos mostrar.

Seja V um espago vetorial de dimensao finita e seja T um operador linear em V.
Pelo teorema da dimensao, T € um operador linear bijetivo se, e somente se, o nicleo de
T se reduz ao vetor nulo de V. Uma outra caracterizacdio de um operador linear
invertivel pode ser dada por meio da no¢do de determinante como mostra o teorema
seguinte.
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Teorema 12. Seja T um operador linear em V e seja o = { v;, v»,...,v,/ uma base de V.
Temos que T é invertivel se, e somente se, det [T]%, # 0, onde [T]%, denota a matriz
que representa T na base o.

Demonstrativo. Suponhamos que T é invertivel. Entdo, I=[T o T 1%, = [T]%[T 1%,
onde T™' denota o operador inverso de T. Pela Proposicio 5 e pelo Teorema 10, segue
que

| = det | = det ['|T|:]clt'l (1T 1|2'].

Isso mostra que det ([T]%,) #0.

Para mostrar a reciproca, suponhamos que T nao ¢ invertivel. Pelo teorema da
dimensao segue, entdo, que T ndo € sobrejetivo e, consequentemente, {T(v1), T(v2),...,
T(vn)} € linearmente dependente. Assim, existe k, 1 <k <n tal que T(vk) + > ¢; T(vj)=0,
onde 0s ¢'s sd0 numeros reais.

Para cada i, 1 <i<n, chame xi= [T(vi)]q.

Pela defini¢do da matriz [T]%, temos que det [T]%, = det (x1, X2,..., Xn). Agora
pelo Teorema 7 e pelo Coroldrio 9, segue que

det [T)2
det (@q,... .0, + €121...., Tp)
det (2q.... 2 + oy + Gaa..... T,)

det (zy.... 25 E CjTj,..., Tn).

j=k

Como xx + Y cixj = 0, segue que det [T]%, =0. Isto prova o desejado.

5. O Teorema de Laplace

Como ja foi dito anteriormente, o cdlculo de determinantes de ordem n > 4 pela
defini¢do € muito trabalhoso. E nem sempre as proposicdes e os teoremas apresentados
na parte anterior ajudam a amenizar este problema. E por este motivo que vamos tratar
agora do teorema de Laplace, um método muito mais prético de calcular determinantes.

Seja A=(ai)) uma matriz de ordem n onde n, 2. Definimos o menor
complementar do elemento aijcomo sendo o determinante da matriz obtida de A
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suprimindo-se a sua linha i e a sua coluna j. Para este determinante usamos a notagao Di;
. Definimos o nimero (-1)"'Djj como cofator de aije o denotamos por Aj; .
A seguir apresentamos o resultado central do nosso trabalho:

Teorema 13. (Teorema de Laplace) O determinante de uma matriz A=(aij) de ordem n
> 2, ¢ a soma dos produtos, efetuados termo a termo, dos elementos de uma fila
qualquer pelos seus respectivos cofatores. Mais precisamente, para cada i, I <1< n
fixado temos que

li][‘l \ fiﬂA“ | ﬂ-z'j.'ilf'z o A ain-lqm- II’I
e para cada j, 1 < j < n fixado temos que
det A (E-UAU f ﬂgj_z:lgj o A ﬂnjiquj. (10)

A expressdo em (9) € dita ser o desenvolvimento de Laplace da matriz A pela sua i-
ésima linha e a expressao em (10) € dita ser o desenvolvimento de Laplace da matriz A
pela sua j-ésima coluna.

Demonstraciao. Primeiramente faremos as demonstragdes para as colunas da matriz A
= (aij). A demonstragdo desse teorema serd feita por induc@o sobre n. Vimos no inicio
da

ai apn
secdo 4 que o determinante de uma matriz A = | az; ax ) € dado por a;; ax - ap; ax.
Mas esse resultado coincide com o desenvolvimento feito pela primeira e pela segunda
coluna. De fato, desenvolvendo pela primeira coluna temos aiiAil + a21A21 = aii(
YIDi + a2 1)*' D21 = aniaz - anaz e desenvolvendo pela segunda coluna temos
anrAn + an2A2 = ai2(;j1)1+2D12 + a22(;1)2+2D22 = ata22 - aiza2i. Portanto o teorema €
verdadeiro para n = 2.

Suponhamos agora que o teorema € verdadeiro para n-1. Mostraremos que
também ¢é verdadeiro para n.

Antes de prosseguirmos, convém fazermos algumas observacdes. Os menores
complementares das entradas de A sdo determinantes de matrizes de ordem n-1.
Denotaremos por D’lik o determinante da matriz que se obtém suprimindo de A as linhas
iejeascolunaskel.

Fixemos a k-ésima coluna de A, 1 < k <n, e calculemos o nimero

C=auyAir+ ayAy + ... + auAnr.
Pela definicao de cofator temos que
C = au(-1)"" D + an-1)>" Do + .. + au(-1"* Dy

Mas, como j4 foi observado anteriormente, Dy, Dy, ...,Dy; sd0 determinantes de
matrizes de ordem n-1. Portanto, por hipétese de indugdo podemos calcular esses
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determinantes pelo Teorema de Laplace. Escolhamos, sem perda de generalidade, fazer
o desenvolvimento pela primeira coluna da matriz gerada. Assim

n
/ ._‘) F " N i " i W g B
Dy — apn (12D + ag (13D + .+ am(—1)" DY E ag(—1)71Dit
i=2
n
Dy = ap (—1)""' Dy + agy (17 D50 + . + ap(—1)" D3y = an Dy; A E ai(—1)" Dy
i=3

Prosseguindo analogamente temos que

n-1
11 21 11 Z ¢ ikl pil
an CL-“an - (o an F ... :l:ﬂn -“D::k i1 | — 1 ,Ii'+ D;k.
i=1
A substitui¢ao de Dy, Dy, ..., Dy, na expressdo de C acarreta em

n n
‘ P % . F v PE P ST P - :
( (i-”l.I.—IJIl-'—'I'{ E il — 1 -'HLDLLL} I ﬂgkl‘—]Jl_-H'{(i-llDéé I E | —l,I'aD?QlF‘:} I
i=3

i=2

n—1
gl — | j““"{ztzﬂ (—1 :|j+lD;lk 1.

i=1

Se tormarmos em C todas as parcelas onde a;; aparece teremos

a1t —1 ':le"D?li Foag,l—1 ':|3+kDé}b. oo+ ape(—1) ”’+kD}1i.}

p w I . - 9 P N .0 g
a“{agkl‘—],lhDéé Foag(—1 ,|'r”+lDéF{. b age(— 1)k 'Di}‘,}
ay Dyy.

Fagamos OS meSmo com as parcelas onde dapy aparece.

F — F \ . 7 . \ . T
agl{alkl‘— | JI1+A'DfFJ;. - fgl—1 ,|3+'I”D§$ - e = O —1 ,l”“”Di;lc}
agl{alk[— | :lkD%;lb. - Gyl —1 'jl‘r"HDg'é S N . jntk zDﬁi.}
- o Dgl,

Raciocinando indutivamente, temos que se tomarmos somente as parcelas onde aj;
aparece teremos:

( | k+1 1 { V2+k 1 ( yv2ndk—1 1
:l:anl{a'lk't_ﬁ]fn-'- f- D?k } ﬂ-g;gl‘;l,l l+ +ank B+ ay liIL:],I T+ D:: 'lk}
+{ay (1) DY + age (=1 D5 + L+ a1 DRE Y
:l:ﬂrnanL

Dai concluimos que

C=a Dy -ayDy + ... 2a,1D,;.
C= a11A11 + a21A21 + ...+ a,,lA,,l.

Vejamos que det A = aj1A1 + a4z + ... + a,1Ay; Ou seja, vamos comegar
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provando o desenvolvimento de Laplace da matriz A pela sua primeira coluna. Como ja
vimos anteriormente (S',)1<;<, € uma particdo de S,. Assim:

det A E E':.O-:'alcr(l:laQo’lj:E)v--ano’(n]

FESy
11 E EI:.J.:IG'Qo'(z:I"'('E'RO'(R:I F @ E E':-U.]a'lJ(l:]a.'BO'(Bj---ano'[n) o+ E E':g-:'fi'lclj:l)af?o’(S)---ﬂ'n lo(n—1)
oeS) =52 a8
ap Ay +oas Ay b oo b an A

Pela arbitrariedade da escolha de k concluimos que o teorema € verdadeiro para todas
colunas da matriz A. Mostraremos agora que o teorema também ¢é vélido para as linhas.
Fixemos a k-ésima linha de A, 1 < i< n. Seja A'=(bij). Note que a k-ésima linha de A é
exatamente a k-ésima coluna de A’. Usaremos a notagao Dt,'j para indicar o menor
complementar do elemento bij e Atij para indicar o cofator de bi;j . Pelo Teorema de
Laplace, podemos calcular o determinante de A: fazendo o desenvolvimento pela k-
ésima coluna. Assim,

det A
bipAly + bop Al + o+ Al
b —1) lH"Dik b (—1 ']H'r‘DEk Foo 4 by —1 ;|”+'ECD:1;‘.

Pela definicdo de A e pela proposicio 6 temos que

b”‘.[—]]H"r"Df”‘. | bg.r;lf—]flg-l-kD;fgk b A bnk':_]:'n-l-kD:ak
ap(— 1Dy aga( 1) * Do + o 4 g (1) Dy,
ar A + e + o @Ak

det AL

Devido a escolha arbitraria que fizemos para k, mostramos o resultado que
desejavamos.

Pelos resultados obtidos em nosso trabalho, podemos relacionar o determinante
de uma matriz com as operagdes elementares por linha desta matriz.
Lembremos que as opera»coes elementares sao trés:

(1) Permuta de duas linhas;
(2) Multiplicacdo de uma linha por um nimero real ndo nulo;
(3) Substituicao de uma linha por ela mais o multiplo de uma outra.

Mais precisamente, seja A uma matriz quadrada.

(1) Seja B uma matriz obtida de A pela permuta de 2 linhas. Segue do Teorema 8 que
det B

=-det A;

(2) Seja B uma matriz obtida de A pela multiplicacdo da i- ésima linha por um nimero
real ndo nulo A. Segue do Teorema 7 que det B = A det A;

(3) Seja B uma matriz obtida de A pela substituicdo da i-ésima linha pela i- ésima linha
mais A vezes a j- €sima linha. Pelo Teorema 7 e Corolario 9 segue que det B = det A.
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Para ilustrar essas relacdes vamos calcular o determinante da matriz A como abaixo:
201 —1

9
5
9

—3

Substituindo a segunda linha pela sua soma com -2 vezes a primeira, a terceira linha por
sua soma com -3 vezes a primeira linha e a quarta linha por sua soma com -3 vezes a
primeira linha obtemos a matriz cujo determinante é dado abaixo:

Ja observamos anteriormente que esses determinantes serdo iguais. Calculemos entio
esse ultimo determinante fazendo o desenvolvimento pela segunda linha, pois possui um
ndmero maior de zeros, diminuindo ainda mais o nosso trabalho.

det A =0.A21 +0.A2 + 0.Ay; + 542 =5. (-1)*" Dy

Precisamos entdo calcular agora Dy4:

Ora, mas esse determinante € igual ao determinante da matriz que se obtém

substituindo-se a terceira linha por sua soma com -2 vezes a segunda linha, qual seja,
2.0 1

20

Portanto, D>, =0edet A=5.1.0=0.
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